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I 

От одного и дву* к бесконечности. 

Для нас является невозможным проследить по 
непосредственным источникам генезис понятия о 
целом положительном числе. Древнейший пись¬ 
менный математический памятник, дошедший до 
нас, — папирус, написанный египетским писцом 
Ламесу (Яхмос) за 1700 лет до Р. X., свидетель¬ 
ствует нам, что и в это отдаленное время египтяне 
были знакомы с действиями не только над целыми 
числами, но и над дробями. За неимением непо¬ 
средственных свидетельств, мы должны обратиться 
к свидетельствам косвенным. 
Такими косвенными свидетельствами являются 

данные этнологии, относящиеся к современным ди¬ 
карям, данные, которые можно почерпнуть, изучая 
развитие детей, и наконец данные, извлекаемые 
из изучения с одной стороны—народных преданий, 
с другой—языка, который является несомненно 
памятником психологической работы давно отжив¬ 
ших поколений. 
И все эти косвенные свидетельства одинаково 

освещают и подтверждают две истины, имеющие 
важное значение и для истории человеческого 
духа и для психологии понятия о числе. 
Многотрудною и продолжительною психологиче- 
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скою работою приобретало постепенно человече¬ 
ство понятие о последовательных целых числах, 
расширяло, если позволено так выразиться, свой 
численный кругозор; при этом понятию о числе 
отвлеченном всегда предшествовало и сначала с 
ним тесно сливалось понятие о числе каких-нибудь 
определенных предметов, большею частью орга¬ 
нов человека, служивших ему пособием при 
счете. 
Мы можем даже, с помощью преимущественно 

данных лингвистики, видеть в дали веков, нам 
предшествующих, те этапы, на которых остана¬ 
вливалась по временам психологическая работа 
человечества, чтобы, постоянно затем возобно¬ 
вляясь, привести нас, наконец, к тому понятию о 
бесконечном ряде целых положительных чисел, 
которое составляет предмет изучения чистой мате¬ 
матики, и, исходя из которого, математика достигла 
понятия о комплексном числе. 
С трудом можем мы представить себе народ, у 

которого не существует особенных названий для 
чисел больших трех, народ, для которого все прочие 
численныя выражаются одним словом куча, — а 
между тем многие свидетельства путешественни¬ 
ков и этнологов указывают на то, что такие на¬ 
роды существуют. 
Как ребенок, не научившийся считать, не отве¬ 

тит числом на вопрос, сколько у него кукол, но 
подробно опишет все свои куклы, -- так и эски¬ 
мосы, по словам путешественника Парри, не мо¬ 
гут правильно сосчитать своих детей, если их 
больше трех. Они отличают похожие предметы не 
отвлеченными числами: первый, второй, третий 
и т. д., но названием, индивидуально связанным с 
каждым пересчитываемым предметом. Не общее 
число своих собак держит в памяти эскимос, но 
отдельные представления о белой собаке с чер- 
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ными крапинами, о собаке, родившейся в голодную 
зиму, и т. п. Поэтому пересчитывание является для 
дикаря, как указывают данные, расбросанные в 
сочинениях по первобытной культуре Леббока, 
Тайлора и др., операциею тяжелою, трудною, 
после которой дикарь сейчас же начинает жало¬ 
ваться на боль в голове. 
Эту стадию умственного развития, на которой на- 

ходятся теперь также ботокуды Бразилии и па¬ 
пуасы Новой Голландии, проходила несомненно и 
арийская раса, которая затем, в лице высших пред¬ 
ставителей своего гения, открыла численную за¬ 
кономерность и в движении отдаленных небес¬ 
ных светил и в движении неизмеримо-малых мо¬ 
лекул материи. 
Что и для арийской расы было время, когда 

понятие о числе не представлялось с поста точной 
отчетливостью, подтверждают прежде всего пре 
дания народов, указывающие на тех благодетелей 
человечества, которые научили ею числу. У гре¬ 
ков, например, такими изобретателями числа явля¬ 
ются то Паламед, то Прометей. 
Припомним ту поэтическую картину, в которой 

передает предание об изобретении числа, устами 
Прометея греческий трагик Эсхил вето бессмертной 
трагедии „Прикованный Прометей'*.’ 

Послушайте, что смертным сделал я... 
Іѵс^о им изобрел 
И буквы научил соединять, 
Им память дал, мать муз. всего причину. 

Данные языка, подобно народным преданиям’ 
указывают нам на первые стадии выработки на" 
званий для чисел и на первые стадии развития 
понятия об отвлеченном числе. 
Существование во многих языкам единственного, 

&еоиствептго и множественного чисел указывают, 



повидимому, на ту пройденную ступень развития, 
при которой ясно различались понятия об одном 
предмете и о двух предметах, но начиная с трех, 
такое различие прекращалось, и являлось только 
одно понятие о множестве, из котораго еще не 
дифференцировались другие числительные. 
Но есть данные, указывающие нам и на следующую 

ступень развития, на которой явились отдельные 
названия для трех и четырех, но вместе с тем эти 
числа, являясь крайними пределами чисел, имев¬ 
ших название, служили символами множества, гро¬ 
мадности. Припомним изречение Овидия: 

,Дегчие ^иаI:ег^ие ЪеаІі“, 

и сопоставим с ним изображение множества в 
египетских иероглифах четырьмя чертами, или ки¬ 
тайское „четыре моря“ вместо всех морей. 
Не лишено значения и указание лингвистики на 

то, что по грамматическому строю первые три 
числительные во многих языках резко отличаются 
от всех прочих числительных; первые три числи¬ 
тельные изменяются по родам (два, две, іте$, ітіа), 
все прочие не изменяются. Первые числительные 
принадлежат, очевидно, более ранней эпохе, чем 
та, в которую вырабатывались названия прочих. 
То обстоятельство, что корни первых трех числи¬ 
тельных общи всем известным народам арийской и 
народам семитской рас, между тем как сходство 
пропадает для дальнейших числительных, показы¬ 
вает, что названия прочих числительных появились 
уже в ту, сравнительно недавнюю эпоху, когда 
арийские и семитские народы покинули свою общую 
родину. 
Если название числительного два связаны у раз¬ 

ных народов с различными органами человека или 
животных (у китайцев два—пу (уши); в Тибете 
два—раізсЬа (крыло), у готтентотов два—і^коагп. 
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(рука), то выработка дальнейших названий для 
чисел находится, что признают филологи, в связи 
со счетом по пальцам. Имена числительные во 
многих языках указывают нам, что у первобытного 
человека пальцы являются преимущественным 
орудием счета, т.-е. постоянным неизменным ря¬ 
дом значков, с которым при пересчитывании срав¬ 
нивается всякий другой новый ряд пересчитывае¬ 
мых предметов. 
Когда зулусу, напр., нужно сказать шесть, он го¬ 

ворит іаіігИира, что значит взять большой палец 
руки; в Гренландии, в долине Ориноко, в Явстралии 
шесть равнозначаще с фразою: один с другой руки, 
десять—две руки, одиннадцать—две руки и палец, 
двадцать—человек. У эскимосов берегов Гудзонова 
залива название числительных для восьми, девяти, 
десяти несомненно совпадают с названиями сред¬ 
него, четвертого и малого пальцев; то же самое 
замечается у гуарани Южной Америки и у ма¬ 
лайцев. У таманаков с Ориноко двадцать один— 
один с руки другого человека; такое выражение 
объясняется, если мы сопоставим с ним рассказ пу¬ 
тешественников о том, что у некоторых народов 
Южной Африки счет чисел и теперь производится 
с помощью двух, трех человек, при чем пальцы 
одного соответствуют единицам, пальцы другого— 
десяткам, пальцы третьего—сотням. 
Что касается до языков арийской расы, то 

только корень числительного пять (репіе) несо¬ 
мненно тожествен с корнем санскритского рапкат 
или персидского репіеЬ (распростертая рука). Но 
нельзя не упомянуть и о гипотезе Потта, объ¬ 
ясняющей подобным же образом и следующие 
числительные названиями мизинца и прочих паль¬ 
цев правой руки. Потт сопоставляет, например, на¬ 
звание мизинца в латинском языке (аигіеиіагіз— 
чистящий, уши) с тожеством в арийских языках 
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корня числительного тесть и глагола скрести. По* 
добные же натянутые объяснения дает Потт и для 
следующих числительных. 
Но и независимо от гипотезы Потта раньше 

приведенные лингвистические данные несомненно 
подтверждают ту истину, что названия для первых 
чисел получались от конкретных предметов, ко* 
торыми пользовались для счета, что понятие об 
отвлеченном целом числе вырабатывалось из при¬ 
кладного целого числа, из названий предметов слу¬ 
живших для счета. 
На известной стадии развития человечества рас¬ 

ширение области ясно представляемых и называе¬ 
мых чисел пошло быстрее; но мы можем все таки 
указать, основываясь на культурно-исторических 
данных, как постепенно расширялась область чи¬ 
сел, как постепенно то те, то другие все 
большие и большие числа являлись пределами 
чисел, имевших свои определенные названия, и по¬ 
тому символами неопределенного множества. 
Мьцнаходим, например, объяснение, почему число 

'тринадцать считалось и до сих пор считается суе¬ 
верными людьми приносящим несчастие, если до¬ 
пустим, что число двенадцать являлось в известное 
время символом множества, синонимом полноты, 
и следующее за ним число являлось лишним и 
потому нечестивым, несчастным. 
В тюркских легендах, в скифских сагах синони¬ 

мом неопределенного множества является или со 
рок или сорок сороков. Влияние туранских сказаний 
на наши были, изученное Стасовым, позволяет 
отнести к туранскому источнику и наше русское 
сорок сороково часто употребляемое, как символ не¬ 
счетного множества. 
Но еще больший культурно-исторический инте¬ 

рес связан с числом шестьдесят, которое так часто 
фигурирует в преданиях вавилонских, персидских 
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и греческих, являясь в них всегда синонимом боль¬ 
шого числа. Шестьдесят является числом вавилон¬ 
ских богов, шестьдесят локтей—вышина золотого 
идола, поставленного в храме Навуходоносора. 
Позднее с тем же значением несчетного множе¬ 
ства являются некоторые кратные шестидесяти: 
300, 360. Ксеркс дал Геллеспонту 300 ударов, Кир 
раздробил реку Гиндес, в которой потонула одна 
из его любимых лошадей, на 360 ручьев. В одной 
персидской песне воспеваются 360 полезных упо 
треблений пальмы. 
Числа, встречающиеся в вавилонских преданиях, 

представляют культурно-исторический интерес в 
двояком отношении. Вавилон представляется нам 
с одной стороны родиною гаданий, основанных 
на числах, родиною различных числовых суеверий, 
которые имели обширное влияние с одной сто¬ 
роны на Китай, с другой на идеи Пифагорейской 
школы, придававшей числам особое мистическое 
значение. Это мистическое значение, придававшееся 
числам, может служить новым указанием на но¬ 
вость и трудность понятие о числе на известной 
ступени человеческого развития *). 
С другой стороны число 60, встречающееся в 

легендах Вавилонского происхождения, впослед¬ 
ствии в Вавилоне же, при развитии научных знаний, 
явилось основанием системы счисления, следы ко 
торой сохранились у нас в делении времени и 
углов. 
По мере развития десятичной системы счисления, 

ее единицы различных разрядов являлись симво¬ 
лами множества. В церковно славянском языке 
тьма, т.-е. неизмеримое множество, есть синоним 
то тысячи, то десятка тысяч. Но существовало 

*) Вопросу о числовой мистике посвящена статья проф. 
Я. В. Васильева: „О числовых суевериях". Казань, 1883. 
Смотри также далее главу II. 
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еше и „великое словенское число*, употребля¬ 
вшееся, „коли прилучался великий счет и перечень". 
Этот великий счет шел до единицы 48-го разряда 
и даже иногда до единицы 49-го разряда. В этом 
великом счете тьма означает уже тысячу тысяч, 
являются и высшие единицы: легион т.-е. тьма тем 
(миллион миллионов), леодр т.-е. легион легионов 
и наконец ворон или леодр леодров. 

„И более сего, — говорится в славянских руко¬ 
писях,—несть (человеку) разумевати". Но иногда 
(в одной рукописи XVII столетия) доходили и до 
десяти воронов или колоды и затем наивно приба¬ 
вляли: „сего числа несть больше". 
Таким образом и здесь есть предел числам, но 

как далеко отстоит этот предел от тех первых 
пределов, на которые указывают данные линг¬ 
вистики. 
Мы можем с большою вероятностью указать ту 

ветвь арийской расы, которая относилась с осо¬ 
бенною любовью к громадным числам и старалась 
по мере возможности расширить пределы употре¬ 
бляемых чисел, изобретая для них особенные на¬ 
звания. Эта ветвь—древние индусы. Им принадле¬ 
жит честь поразительного развития искусства счета, 
как им же человечество обязано арифметикою по¬ 
ложения. Подобно тому, как боги греков сходят 
иногда с Олимпа и, принимая участие в людских 
битвах, гордятся силою своих мускулов,, учитель 
Нирваны и закона владыка Бцдда еще в юном воз¬ 
расте отличался искусством счета. Я приведу отры¬ 
вок из прекрасного русского перевода поэмы 
Эдвина Ярнольда: „Свет Язии или Великое Отре¬ 
чение", с необыкновенною точностью передающей 
легенду о Буддѣ. 
Восьмилетний царевич, будущий Будда, подвер¬ 

гается испытанию Висвамитрою, „наук, искусств 
учителем превосходным", 
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„И сказал Висвамитра: 
Довольно, перейдем к цифрам! Повторяй за мной, 

считай так, как я буду, пока дойдем до лакхи 
(лакха—100.000): один, два, три, четыре, затем 
десятки, и сотни, и тысячи. 
И вслед за ним назвал отрок единицы, десятки, 

сотни и не остановился на лакхе; нет он шептал 
дальше до тех чисел, которыми можно считать 
все, начиная от зерен на поле и до самой мелкой 
песчинки. Потом он перешел к катхе, к счету 
звезд ночных, к кати-катхе, счету морских капель, 
и далее к счету песчинок Ганга и к счету, едини¬ 
цами которого изображается весь песок десятка 
лакх рек таких, как Ганг. Затем пошли еще более 
громадные числа... и, наконец, число, при помоши 
которого боги вычисляют свое прошедшее и бу¬ 
дущее *). 
ЬаІКаѵізіага (жизнеописание Будды) даетъ даже 

число атомов в иожане (—3200 длин лука): оно 
равно 108,470,495,616,000. 

„Псаммит" Архимеда. Задача выполнения неопре¬ 
деленно далеко простирающегося счета, которую 
поставили и разрешали индийские мудрецы за не¬ 
сколько столетий до начала нашей эры, перешла 
и к эллинам. 
Под индийским влиянием, может-быть, написано 

знаменитое сочинение Архимеда: „Псаммит или 
исчисление песку в пространстве равном шару не¬ 
подвижных звезд" **). Но задача, которая на индий¬ 
ской почве явилась удовлетворением простого любо¬ 
пытства, имеет в творении греческого мудреца 
высокое научное значение. 
Псаммит Архимеда имеет целью доказать, чю 

в противность мнению тех, которые думают, что 

*) Свет Азии—перевод А. Анненской, стр, 8—9. 
Русский перевод этого сочинения издан в 1824 г. 

Ѳ* Петрушевским. 
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число песчинок бесконечно и не может быть со¬ 
считано, нетрудно составить понятие о таких чис¬ 
лах, которые больше числа песчинок, вмещаю¬ 
щихся в пространстве равном величине не только 
Земли, наполненной песком со всеми своими про¬ 
пастями и глубиною морскою, даже до вершин 
высочайших гор, но и целого мира или шара не¬ 
подвижных звезд. 
Мир для Архимеда шар, которого центр в Земле, 

радиус же равен разстоянию от центра земли до 
центра Солнца; поперечник шара неподвижных 
звезд меньше десять тысяч раз взятого попереч¬ 
ника мира. 
Чтобы решить поставленную себе задачу, Архи¬ 

мед показывает, на основании предположений со¬ 
временных ему астрономов и собственных наблю¬ 
дений над величиною видимого поперечника Солнца, 
что поперечник мира меньше ста мириад мириад 
стадий (мириада —10.000; греческая стадия имела 
в себе 504 фута 41 ■*> дюйма). Относительно вели¬ 
чины песчинок он делает предположение, что 
число песчинок, содержащихся в количестве леску 
не больше макового зерна, будет не больше ми¬ 
риады, и что поперечник макового зерна не меньше 
сороковой части дюйма (греческий дюйм был не¬ 
много больше ^ * нашего"). После этих предполо¬ 
жений Архимед переходит к изложению своей но¬ 
менклатуры чисел. 
Числа от единицы до мириады мириад (от 1 до 

108) называются первыми; мириада мириад первых 
чисел (]08) называется единицею вторых чисел, и 
вторые числа идут от этой единицы до мириады 
мириад этих единиц (от 108 до 10}6). Мириада ми¬ 
риад вторых чисел называется единицею третьих 
чисел и третьи числа идут до мириады мириад 
этой единицы (от 1016 до ІО24). 
Подобным же образом будем продолжать назы- 
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вать следующие числа даже до мириады мириад 
чисел мириадомириадных. Все эти числа называются 
числами первого периода и последнее из них (оче- 

/'1П8Л0?, 
видно, равное (іи ! или единице с восемью 

стами миллионов нулей) назовем единицею второго 
периода, и опять мириаду мириад первых чисел 

/ 8’108 -8 второго периода (10 1 \ назовем единицею 

вторых чисел этого же периода и т. д. Подобным 
же образом вводятся единицы чисел третьего 

/1Л3.8.10Р четвертого МО пятого периода 

10 4.8.10-\ и т. я. даже до мириады мириад чисел 

мириадомириадных периода мириадомириадного 

(Ю1*'8-10’). 

Последнее число изобразится единицею с во- 
семьюдесятью тысяч миллионов нулей; чтобы на¬ 
писать его, нужно потратить около 2.000.000.000 
лет непрерывной работы днем и ночью. 

Архимед показывает, что, для решения постав¬ 
ленной им себе задачи об определении числа пес¬ 
чинок в шаре мира или даже в шаре неподвиж¬ 
ных звезд, нет никакой необходимости в столь 
громадных числах. Последовательно вычисляет 
Архимед число песчинок в шаре, поперечник ко¬ 
торого равен ста дюймам, в шарах с поперечни¬ 
ком в мириаду дюймов, сто стадий, мириаду стадий 
и т. д. и т. д., постоянно пользуясь свойством гео¬ 
метрической и арифметической прогрессии, в ко¬ 
тором можно видеть начало теории логарифмов, 
и, доходя до шара мира, показывает, что число пе¬ 
счинок, в нем заключающихся, выражается числом 
меньшим „тысячи единиц чисел седьмых" (ІО51); 
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число песчинок{ заключающихся в таре неподвижных 
звезд, меньше тысячи мириад чисел восьмых (10е8). 
Трудно указать в математической литературе со¬ 

чинение, которое превосходило бы Псаммит Архи¬ 
меда по интересу, смелости и богатству заложен¬ 
ных в нем идей. Оно развивало понятие о беско¬ 
нечно-большом, подобно тому, как в своих сочи¬ 
нениях о квадратуре параболы объ измерении 
круга Архимед касался понятия о бесконечно-ма¬ 
лом, лежащем в основании современного анализа. 
Псаммит Архимеда ввел в науку понятие о без- 

конечно - продолжающемся ряде целых положитель¬ 
ных чисел. Многотрудная работа человеческого 
духа была окончена. 

Ряд целых положительных чисел, бесконечно 
продолжающихся,— предмет благоговейного уди¬ 
вления для индусов и таинственного толкования 
для мудрецов Вавилона и пифагорейцев, явился 
могущественным орудием для познания природы. 
Исходя из него, чистая математика строит по¬ 

нятие о дробном, отрицательном, несоизмеримом, 
комплексном числе, и это обобщенное понятие о 
числе составляет единственный объект чистой мате¬ 
матики, которая может поэтому быть названа „ариф¬ 
метикою". „ Арифметика,—говорит Гаусс,—стоит в 
том-же отношении к математике (включая, в нее 
геометрию и механику), в каком последняя скроит 
л изучению природы. Математика есть царица наук 
и арифметика есть царица математики 

11. 
Числовая мистика. 

Только внимательное изучение языков и преда* 
ний отживших или современных диких народов 
может дать нам сведения о первых ступенях раз¬ 
вития понятия о целом числе и способности счисле- 
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ния; Те письменные памятники, которые дошли до 
нас из глубокой древности, знакомят нас с более 
высоким уровнем арифметических знаний, указы¬ 
вают, например, напонимание важности возвышения 
в квадрат и извлечения квадратного корня. Эти 
письменные памятники принадлежат двум древним 
цивилизациям, влияние которых и теперь еще ощу: 
щается. Наше деление времени на часы, минуты и 
секунды связано с числом 60, которое имело особое 
значение в древней Вавилонской или точнее суме- 
рийской культуре, и ведет оттуда свое начало. Гре¬ 
ческая научная мысль, которая уже ставила те 
основные вопросы математической философии, кото¬ 
рые за последние сто лет привлекали к себе внима¬ 
ние Больцано, Г. Кантора, Пуанкаре, Ресселя и многих 
других, построена была несомненно на фундаменте 
эмпирических знаний, накопленных в течение 
столетий египетскими жрецами. Писатели II и III ве¬ 
ков по Р. X, которым была еще доступна богатая 
научная литература, погибшая в пожарах Але¬ 
ксандрии и Пергама (Теон Смирнский и Порфирий) 
различали математические направления Вавилона 
и Египта. „Египтяне,—говорят они,—при изучении 
планетных движений пользовались методом черче¬ 
ния, между тем как халдеи предпочитали вы¬ 
числения “. Дошедшие до нас в небольшом числе 
письменные памятники подтверждают это- ука¬ 
зание. 
Уже в Египте Древнего царства эмпирическая 

геометрия видимо сделала большие успехи. Только 
благодаря этому могли быть воздвигнуты гран¬ 
диозные пирамиды-гробницы фараонов Династии 
(3000 л. до Р. X.). То обстоятельство, что во всех 
древних пирамидах угол наклона боковой грани к 
основанию имеет одну и ту же величину близкую к 52° 
и что *апд. 52° весьма близок к - (Архимедово число) 
привело Ргіпсе ЗгпііН к гипотезе, что пирамиды как 
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своей ориентациею, так и размерами всех своих 
внутренних камер символизировали высокие мате¬ 
матические знания того времени подобно тому как 
позже (припомним одну из глав „Г4о1:ге Цате бе 
Рагі$“ Виктора Гюго: Сесі іиега сеіа) строители 
Парижского Собора символизировали в нем свое 
религиозное и философское миросозерцание. Но 
лошедшие до нас письменные памятники относятся 
уже к более поздней на тысячу лет эпохе, к эпохе 
Х!І Династии (Среднее Царство) (XVIII в. до Р. X.) 
и нисколько не подтверждают фантастическую ги¬ 
потезу пирамидалистов. 
Наиболее древним из этих памятников являются 

шесть кахунских кусков папируса с задачами из 
обыденной жизни, но и в нем уже встречается из* 
влечение квадратного корня. Вторым по древности 
является большой, но неполный папирус коллекции 
Голенишева (Москва), заключающий в себе 19 за¬ 
дач из разных отделов математики с несколькими 
чертежами, например, с чертежем вычисления объема 
усеченной пирамиды *). Третий (Берлинский папи¬ 
рус 6619) содержит также задачи, приводящие к ре¬ 
шению квадратного уравнения. 
Наиболее крупный математический памятник 

Египта—-папирус Райнда, переписанный некием Ях- 
мосом с образца старых рукописей времени Яменех- 
мата III (2200 л. до Р. X.) на 200 лет позже папи¬ 
руса Голенищева. Он носит название „наставление 
как достигнуть знания всех темных вещей, всех 
тайн, содержащихся в предметах". Папирус и пере¬ 
вод его тщательно издан в Лейпциге Эйзенлором 
и изучение его потребовало от издателя пятилетнего 

•*) Снимок с двух столбцов этого папируса помещен в на¬ 
чале статьи. Папирус находится в Московском Музее изящ¬ 
ных искусств и в настоящее время профессор Б. Л. Тураев 
подготовляет его издание. 
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напряженного труда *). Отметим в этом сочинении, 
имеющем громадное значение для истории практи¬ 
ческой арифметики, приведение всех дробей к дробям 
с числителем 1 и геометрическую прогрессию с зна¬ 
менателем 7. Наш известный египтолог, академик 
Б. Я. Тураевтак характеризирует египетское знание: 
„Теория и систематика родились не на востоке, вы¬ 
воды из опыта и наблюдения были чужды Египту 
сдва-ли не в большой степени чем другим областям 
востока, а потому до самого последнего времени 
здесь переписывались старые медицинские рецепты, 
не точные арифметические задачи, поверхностные 
л приблизительные геометрические выводы". Вы¬ 
сокое уважение к письменности, к книгам („их еле- 
аует любить как родную мать" **), к учению и школе 
щодин день в школе полезнее вечности, проведен¬ 
ной вне ее"), которое внушали отцы детям, учителя 
ученикам обосновывалось тем значением, которое 
знания имели для чиновничьей карьеры („только 
чиновник сам себе начальство"). 
Иной характер носила математика другой древней 

цивилизации, родина которой было междуречье 
Тигра и Евфрата, та Месопотамия, которая пред¬ 
ставляет собою теперь пустыню. От этой Вави¬ 
лонской или сумерийской культуры (раньше она 
называлась халдейскою) дошел до нас математиче¬ 
ский памятник, превосходящей своею древностью 
Московский папирус-- - глиняныя- таблички,найденные 
в развалинах Сенкере и которые, по мнению асси- 
рологов, относятся к времени за 2400 л. до Р. X. На 
них клинообразными письменами начертаны таб¬ 
лицы квадратов и кубов. 
Мнения ученых по вопросу о том, для какой цели 

*) Благодаря В. В. Бобынинувмы имеем на русском языке 
обстоятельное изложение в книге „Математика Египтян”. 

**) Эта цитата, как и две следующие ззяты из папируса 
озаглавленного „Премудрость*4. 
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служили эти таблицы, расходятся. Они могли слу¬ 
жить для вычисления плошадей и объемов, но воз- 
можно, что и они находятся в связи с тем число¬ 
вым символизмом, который повидимому ведет свое 
начало от сумерийской культуры и который затем 
проник и привился и на западе у евреев и греков и 
на востоке в Китае *). Не случайно совпадение зна¬ 
чения числа б в сумерийской культуре и то маги¬ 
ческое значение, которое одинаково приписывалось 
числу 36(~62* и в Пифагорейской школе (под име¬ 
нем Теігасіуз) и в Китае. 
Подобно тому, как химия и астрономия многим 

обязаны алхимии и астрологии и долго еще во 
времена Кеплера и Парацельса находились под 
влиянием поисков философского камня и гороско¬ 
пов, так и науке о числах предшествовал длинный 
период развития человечества, в котором числам 
придавалось магическое значение и рождались те 
числовые суеверия, от которых не свободен иногда 
даже образованный человек (13!). Родиною этих чи¬ 
словых суеверий, повидимому, была долина Тигра 
и Евфрата. До нас вместе с табличкою квадратов 
и кубов дошла найденная в развалинах библиотеки 
Ниневии глиняная табличка и список имен богов 
и соответствующих их значению в иерархии чисел 
от 1 до 60. Повидимому, духам приписывались на- 

*) Вопрос о древности и происхождении Китайской циви¬ 
лизации до сих пор представляется спорным. Последние 
раскопки повидимому подтверждают признававшуюся прежде 
фантастическою гипотезу Теггіеп сіе Іа Соирегіе (ТЬе \ѵе5іегп 
Огідіпез о? іЬе еагіу сЬіпезе сіѵііізаііоп. Ьопсіоп. 1894) виде- 
пшего в Китайской цивилизации отклики Вавилонской, 
Можно считать теперь установленным, что 1) Китайские 

* ведения о древности китайской культуры подтвердились 
раскопками, при чем древнейшие памятники относятся к 
?4—12 в. до Р. X. 2) письмо китайское имеет много сход¬ 
ного в своих древних памятнках, с письмом сумерийским.‘ч 
(Сообщение профессора Я. И. Иванова). 
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против дроби *). В памятниках сумерийской куль-, 
туры мы встречаемся с действиями над громад¬ 
ными числами. НііргесЫ: опубликовал **) 31 мате¬ 
матическую таблицу. Все до сих пор найденные 
таблицы относятся к делителям числа 601. Но одна 
таблица заключает в себе делители и частные 
числа бО^ИО.бО7 т.-е. 195, 955, 200000000. Эти 
таблицы, конечно, служили и для астрономиче¬ 
ских вычислений, но и астрономия Вавилона слу¬ 
жила астрологии 
Вавилонская астрология перешла к евреям и 

вместе с нею перешла вавилонская ангелология. 
В талмудическом трактате Хагига мы узнаем что 

Равтпнскэа таблиц а ивэдпагов и кѵоов 

л) Цепогтапі. Ьа тадіе сЬе* ісь „пЫсісспб. Р а г і ^ 1874. 
**) ТЬе ВаЬѵІ. ЕхресПІіоп о! ІЬе С]піѵег$. оі РепБуІѵапіл 

XX том. 1906. 
**•*) Изучению астрономии вавилонян посвящено большое 

сочинение Кидіег а. $1егпкипсіе ипсі 5іегпсііеп$і іп ВаЬеІ. 1909. 



под каждым из 12 знаков Зодиака, имена кото- 
рых вынесены из Вавилона, стоит по 30 архистра¬ 
тигов, под каждым из последних—по 30 легионов 
ангелов; в каждом легионе по 30 полковников, у 
каждого полковника по 30 подполковников, а у 
каждого подполковника по 365.000 звезды, и все 
созданы для Израиля! :::). 
Вавилонского происхождения и та числовая сим¬ 

волика, которою полны некоторые книги Ветхого 
Завета, в особенности 7-я и 8-я главы книги Да¬ 
ниила и Дпокалипсис—в Новом Завете. Наконец, 
вавилонского происхождения и так называемая 
гематрия, многочисленные примеры которой мы 
находим и з Ветхом Завете и в том же Л пока- 
липсисе и в особенности в кабалистической еврей¬ 
ской литературе : ), и в литературе гностиков. 
Страх перед священным и неизреченным именем 
Бога приводил к мысли заменить его другим сло¬ 
вом и в выборе этого слова руководились тем, 
что сумма чисел, изображенных буквами этого 
слова, должна равняться сумме чисел, изображаю¬ 
щих буквы таинственного имени. Позже эта гема¬ 
трия применялась и в других случаях (число 666! 
Припомните Пьера Безухова, замышляющаго убий¬ 
ство Наполеона). 
Как ни велико „греческое чудо“ (выражение 

Ренана), оно не осталось без влияния более древ¬ 
них восточных цивилизаций. Это влияние было 
преувеличено Рётом в его „ОезсНісЫе ипзегег 
ЛЬепсІІапсІісЬеп РЬі!о$орЬіе“, под влиянием кото¬ 
рой было написано юношеское сочинение Морица 
Кантора „МаіЬетаіісЬе Веіігаде гит КиІіигІеЬеп 
сіег Ѵбікег“ —1863. 

') Кн. С. Н. Трубецкой. Учение о логосе, сір. 327 и 369. 
*) Ргапск. НЫоіге сіе Іа СаЬаІе. ВІаи. Оа$ {исіізсЬе 2аиЬег- 

\ѵезеп. 1898. 



Напротив, Целлер в своем классическом труде: 
„ОезсЫсЫе сіег дгіесЫзсЬеп РЬіІозорЬіе іп іНгег 
дезсЫсЫНсНеп Епілѵіскеіипд" отрицает всякое чу¬ 
ждое влияние на развитие греческой философии 
и М. Кантор в „Ѵогіезипдеп иЬег сіи ОезсНісЫе сіег 
МаіЬетаіік" примыкает к этому мнению. С другой 
стороны, однако, открытия последних десятилетий— 
раскопки Шлимана в Мизенах и Трое, Эванса на 
острове Крите—доказали с несомненностью влия¬ 
ние восточного искусства (Хетптского?) на искус¬ 
ство Эллады. Трудно поэтому предположить, что и 
философская мысль и научные знания развились 
в Греции совершенно независимо от чуждых влия¬ 
ний, как это доказывал Целлер. Гениальность гре¬ 
ческого духа проявилась в переработке воспринятого 
ими в 7 и 6 столетиях наследия веков египетской 
и сумерийской (может-быть, также индийской) куль¬ 
туры. Демокрит, знаменитый основатель атомистиче¬ 
ской философии, говорил, что его не превосходили 
даже египетские гарпенодавты (натягиватели ве¬ 
ревки). Проведение перпендикуляра у египетских 
техников основывалось на свойствах священного 
прямоугольного треугольника с катетом 3 и 4. 
Под влиянием египетской космогонии первый 

ионийский философ Фалес Милетский учил, что все 
произошло и состоит из воды 
Поэтому едва ли можно считать малооснователь¬ 

ною гипотезу, что вавилонская числовая символика 
имела подобное же влияние на учения Пифагорей¬ 
ской школы, которая натуралистическому монизму 
ионийских философов, видевших „единое сущее“ 
в воде, как Фалес, или в воздухе, как Анаксимен, 
противопоставила первое идеалистическое учение, 
искавшее это „единое сущее" в отвлеченных числах. 

М Раиі Таппегу. Роиг ГЬізіоіге сіе Іа зсіепсе ЬеІІёпе- 
Рагі$ о, 70 54. 



По тем скудным достоверным данным- которые 
дошли до нас от Аристотеля об учении полуми¬ 
фического Пифагора и его ближайших учеников, 
трудно, однако, точно формулировать это учение. 
Состоит ли все из чисел и вещи составляют сущ¬ 
ность всех вещей, или же вещи составлены по 
образцу чисел и суть только копии чисел? 
По мнению Целлера, эти две л ля нас столь различ¬ 

ные формулировки могли совмещаться, число, кото- 
роепочиталосьпифагорейцами какпричина мирового 
порядка, как божественная сила, управляющая ми¬ 
ром, могло быть в то же время и отожествляемо 
с сущностью всех вещей. Такое значение числа не 
могло не влиять на изучение свойств чисел и по¬ 
этому несомненно, что в школе Пифагора зароди¬ 
лась научная арифметика. В пифагорейской та¬ 
блице десяти противоположностей, которая со¬ 
общена Аристотелем в его метафизике, наряду 
с противоположностями: конечного и безгранич¬ 
ного, единого и многого, покоя и движения, света 
и тьмы, мужского и женского, мы находим и про¬ 
тивоположность четного и нечетного и загадочную 
противоположность квадратных и гетеромекных 
чисел. Гетеромекными числами считались числа, 
состоящие из двух множителей, отличающихся на 
единицу, т.-е. числа вида п (п-|-1). Ганкель в та¬ 
лантливых очерках „История математики" выска¬ 
зывает предположение, что эта последняя проти¬ 
воположность заменяет противоположность между 
рациональным и иррациональным, открытие ко¬ 
торой сделано, несомненно, в пифагорейской школе. 
Это открытие „иррационального" (невыразимого 
отношением между целыми числами) есть одно 
из величайших открытий человеческого ума и 
является основною истиною „чистой" математики 
в отличие от математики приближенной, которая 
имеет дело с приближениями всегда выражаю- 



щимися дробями. Отношение непрерывной вели- 
чины к ряду рациональных чисел есть в то же 
время один из основных вопросов философии ма¬ 
тематики, и без математического выражения не¬ 
прерывной величины обобщенным понятием о 
числе, которое мы называем „иррациональным 
числомневозможен был бы анализ бесконечно 
малых и основывающееся на нем математическое 
естествознание. 
Математическое естествознание обязано Пифа¬ 

горейцам и другим важным открытием—установле¬ 
нием зависимости между высотою звука и длиною 
звучашей струны, сведением физического явления 
на отношение между числами. От этого открытия 
шли две дороги, и обеими дорогами пошла грече¬ 
ская мысль. Одна —путь наблюдения и опытного 
исследования явлений и подведение их под числовые 
закономерности. Этим путем пошли великие гре¬ 
ческие ученые Эвдокс, Эратосфен, Архимед, из¬ 
учавшие движение светил, форму Земли, потерю 
веса в воде. Но был и другой путь. Если звуковая 
гармония соответствует отношению между числами 
гармонической пропорции а—Ь : Ь—с^ах, то нельзя 
ли выразить числами и отношениями между числами 
и гармонию движения небесных сфер и все вещи 
в мире и даже мир духа? В квадратном числе 
равное умножается на равное. Не есть ли поэтому 
квадратное число — символ справедливости? Раз¬ 
личие между первыми четными (2) и первыми не¬ 
четными (3) не соответствует ли различию между 
мужским и женским, и поэтому сумма их 5 не есть 
ли символ брака? Числа 10 и 36 суть суммы первых 
четырех и первых восьми чисел и имеют многие 
замечательные свойства, и им приписывалось по¬ 
этому священное значение (большая и меньшая 
Теігасіуз). Эта числовая мистика, которая, как мы 
видели, встречается уже и в сумерийской культуре, 
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сделалась основой и философского мировоззрения 
пифагорейской школы и имела громадное влияние 
и на величайшего греческого мыслителя Платона 
(429—348), который особенно в последних произ¬ 
ведениях отожествлял свои „идеи" с „числами4' 
Пифагорейцев. Во многих диалогах Платона особен¬ 
но в Тимее, мы встречаем числовые аллегории и 
многие из них до сих пор представляются нераз¬ 
решимыми загадками. Таково, например, так назы¬ 
ваемое „брачное число" 8-й книги Политии, число 
лет периода счастливых и несчастных браков, 
которое должно быть известно законодателям. Не¬ 
ясность математических терминов приводит к самым 
различным толкованиям. Одни считают Платоново 
число равным ІО1 (Кидіег *), другие видят в нем 
священное число Вавилона 601 (НиІі:$сЬ **). Таппегу 
считает его равным 27;00, АІЬегі ***) 2592. Ьогіа 
(Ее зсіепге езаіі'е пеІГапііса Огесіа. 1902) дает шесі- 
надцать значений (отъ 50 до 12960000), которые при* 
писывались Платоновому числу. Еще большее раз¬ 
витие получила числовая мистика в Александрии, 
в городе, в котором столкнулись три цивилизации: 
египетская, еврейская, носившая в себе большие 
следы влияния Вавилона, и греческая. 
Александрия, как культурный центр, затмил 

Афины. В Александрии возникла Новая Академия, в 
Александрии явились философские школы, которые 
старались примирить разнообразные философские 
направления Греции не только между собою, но и 
с миросозерцанием восточных цивилизаций. Одна 
из них, связанная с именем Аполлония Тианского, 
старалась подкрепить свое эклектическое учение 
авторитетом Пифагора. У неопифагорейиев формы 
Аристотеля, „семенные логосы" стоиков, создающие и 

*) Зіегпкипсіе ипсі ЗіегпсІіепБі іп ВаЬеІ. 19091168.5. 35. 
ІеіізсНгіЙ Шг МаіЬетаіік. 1882. Нізіог, ЛЬіЬеіІ. 41-60. 

**'* Оіе РІаІопізсЬе ІаЫ. \Ѵіеп 1896. 
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образующие всю телесную природу, обратились в 
числа. В тесной связи с Неопифагорейскою школою 
находились и два математика, о которых мы будем 
говорить дальше: Никомах Геразский и Теон Смирн¬ 
ский, Первому из них приписывается, сочинение: 
„Арифметическое Богословие". В нем подробно 
изучаются числа о г единицы до десяти с целью до 
казать их глубокое значение и божественную при¬ 
роду, Единица есть разум, добро, гармония, счастье 
и в то же время материя, тьма, хаос; она соединяеі 
в себе четное с нечетным и мужеское с женским. 
Два—есть начало неравенства, противоречия, оно 
есть мнение, ибо в мнении встречается истина с 
ложью. Три есть первое настоящее число, так как 
оно имеет начало, середину и коней и поэтому есть 
число совершенства *). Оно есть единственное число, 
равное сумме предыдущих. Такими же бреднями 
полны сочинения виднейшею представителя і реко¬ 
еврейской философии, предшественника Талмуда 
александрийца Филона **) (30 до Р. X,—41 поело 
Р. X.) Несколько страниц посвящены свойствам 
числа 120, которое по книге Бытия было продолжи¬ 
тельностью жизни людей после потопа. Оно есть 
сумма первых 15 чисел, 1.5-е треугольное число, 
равно сумме треугольного числа 15, квадратного 
числа 25, пятиугольного 35 и шестиуюльного 45; 
оно имеет 15 делителей, сумма которых разни 
удвоенному числу 120. что имеет очевидное от¬ 
ношение с двойственностью жизни, жизнью духа и 
жизнью тела и т. д. и т. д. Еврейская Каббала в 
значительной степени основывалась на сочинениях 
Филона. Древнейшее из сочинений Каббалистиче- 

:) В диалектике Гегеля и в Анти-Дюринге Энгельса мы 
встречаемся с тем же древним мотивом. 

**) О нем подробно говорит кн. С. Н. Трубецкой в „Учении 
о Логосе" Москва, 1906. „Арифметическое Богословие4 издано 
в 1866 г. известным филологом НосНе. 



ской литтературы ^$іга считает основоначалами 
вселенной 10 чисел и 22 буквы; те и другие нахо¬ 
дятся на границе мира чувственного и мира умо¬ 
понимаемого *). 
Историки философии придают большое значение 

школе неоплатоников, сочинения которых пользо¬ 
вались громадным влиянием в эпоху Возрождения 
и которая в ІИ-- V столетиях после Р. X. являлась 
сильнейшим соперником христианства по своему 
влиянию на умы. В царствование Юлиана Отступ¬ 
ника неоплатонизм явился на короткое время 
официальною религиею Римского Государства, и 
одною из интереснейших исторических проблем 
есть вопрос о причине его поражения и победы 
христианства. После основателя Неоплатонизма, Пло¬ 
тина, наиболее видным представителем школы 
является Ямблих, за одно послание которого импе¬ 
ратор Юлиан был готов отдать все золото Лидии. 
Ямблих оставил сочинение в 10 книгах под за¬ 
главием „собрание Пифагорейских учений44 и одна 
из этих книг, Фая, посвящена арифметике. Уже у 
Филона мы находим учение о Троице (три боже¬ 
ственные силы: доброта, могущество, Слово (Логос); 
в языческом богословии Ямблиха троица имеет еще 
большее значение. Числа его ангелологии напо¬ 
минают числа ангелологии Вавилона и' евреев. Во¬ 
обще его арифметика — комментарий на выше 
упомянутое „Арифметическое Богословие"—прони¬ 
кнуто уважением к символическому характеру Мате¬ 
матики. В математических формах Ямблих видит 
символ высших истин, из них познается природа 
вещей и сверх-чувственного мира, отношение чисел 
и фигур к отдельным божествам. 
После кратковременного торжества Неоплато¬ 

низма при Юлиане Отступнике он долгое время 

*) 1-а55\ѵіі2. СезсМсМе сіег Д{.оті$Іік I. р. 18В. 



оказывал косвенное влияние на христианское бого¬ 
словие и в особенности на гностиков. В эпоху Возро¬ 
ждения он приобрел снова еще большее влияние на 
умы.В философских трудах Николая Куза некого, Джи - 
ордано Бруно, в астрономических сочинениях Кеплера 
в химических — Парацельса мы находим отзвуки 
числовой символики. Так Николай Кузанский обоже¬ 
ствляет единицу, так Михаил Стифель (1486—1567), 
видный алгебраик XVI столетия и фанатический 
лютеранин, найдя в сумме чисел, соответствующей 
фразе „Ѵае ІіЬі, Рара, ѵае НЫ“, апокалиптическое 
число, подобно Архимеду, по преданию, выскочил в 
восторге не одетый на улицу. 
В XIX столетии ни кто иной как знаменитый осно¬ 

ватель Положительной Философии в конце своей 
жизни писал о „философских и религиозных свой¬ 
ствах чисел, которыми пренебрегают академические 
ученые". Святыми ($асгё$) являются для него и еди¬ 
ница и два и три и семь. *) С другой стороны и у 
Гегеля и даже у левых Гегелианцев-—даже в Анти- 
Дюринге Энгельса;—мы встречаем тот же древний, 
ведущий свое начало от сумерийской культуры, 
мотив мистического уважения к тому или другому 
числу. Но уже и греческая мысль умела порвать с 
числовою символикою и выступила на путь науч¬ 
ного изучения свойств чисел. К ознакомлению с 
главнейшими шагами по этому пути мы теперь и 
перейдем, 

III. 

Начало науки о числа*. 

„Необходимо не только путем убеждения, но и 
путем законодательства достигнуть того, чтобы те. 

*) 5у5Іете сіе роііііцие розШѵе і:. ІІІ и $уп*Ьёзе зиЬіесііѵе. 
За философские заслуги числа семь Конт хотел сделать из 
него основание нумерации. 
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кто предназначен занимать первые должности в 
государстве, не поверхностно только изучали науку 
вычисления, но и достигали путем чистого разума 
созерцания сущности чисел",— говорит Платон в 
7-ой книге своей „Политик *). Такое высокое ува¬ 
жение к науке о числе было разделяемо и его 
ближайшими учениками, и многие из них обогатили 
эту науку новыми открытиями. Евдокс Книдский 
(409—356), приобревший славу геометра, географа, 
астронома, медика, философа и законодателя, на¬ 
равне с Архимедом разделяющий заслугу изобрете¬ 
ния метода исчерпания, расширил учение о пропор¬ 
циях, прибавив к трем пифагорейским пропорциям 
(арифметической, геометрической и музыкальной) 
еще три новых. Ксенокраш. (397 -314), известный 
своим изречением: „математика есть рукоятка фи¬ 
лософии", определил число слогов, которые можно 
составить из всех букв греческого алфавита, т.-е. 
решил один из вопросов комбинаторного анализа. 
Преемник Платона в руководстве Ріка&емиеюСпезип н 
оставил небольшой, но весьма интересный трактат 
о „пифагорейских числах", перевод которого можно 
найти в „Метоігез зсіепШщиез** П. Таннера (т. I 
стр. 281). Наконец, „іі таезіго сП соіог сЬе заппо“, 
Аристотель (384—322) во многих местах своих много¬ 
численных астрономических, физических, есте¬ 
ственно-научных, философских сочинений приводит 
результаты или выводы, принадлежащие к области 
математики и в частности учения о целом числе **). 
Но гораздо большее значение имеют некоторые его 
взгляды, касающиеся вопросов философии матема- 

*) Об отношении Платона к математике написано две 
монографии: В1а$$. Бе Ріаіопе таІЬешаіісо Вопп 1861 и 
КоіЫаиі. ОіеМаІНетаіікгц Ріаіопз 2еііеп ипсі зеіпеВегіеЬипяеп 
т іЬг. МйпсЬеп 1878. 

**) ВXVII столетии иезуит Бианкини собрал соответствую¬ 
щие места в брошюре Япзіоіеііз іоса таіЬетаПса. 



тики и в которых он является гениальным предшест¬ 
венником Больцано и Кантора. Яристотель различает 
актуальную бесконечность от бесконечности потен¬ 
циальной. он понимает различие между пересчиты- 
ванием бесконечно многого (перечислимое множе¬ 
ство Г. Кантора) и движением через бесконечное 
множество точек (континуум). 
После смерти Яристотеля развитие науки о числе 

связано с городом, носящим имя его знаменитаго уче¬ 
ника. Ялександрия, о значении которой для истории 
философии мы говорили выше, имеет не меньшее 
значение и в истории науки. В течение более семи 
веков (322 до Р. X.—-год смерти Яристотеля и Яле- 
ксандра—415 г. по Р. X. год убийства знаменитой Гипа¬ 
тии фанатическою христианскою толпою и разгрома 
философских школ) она служила центром философ¬ 
ской мысли и научной работы, она была городом-све¬ 
точем (ѵіііе Іитіеге) подобно Парижу за последние 
два столетия. 
В своем прекрасном „очерке истории фи¬ 

зико-математических наук“, который и до сих пор 
представляет большой интерес и в скором времени 
сделается доступным широким кругам русского 
общества, П. Л. Лавров различает три периода в ум¬ 
ственной жизни Ялександрии: 1) 300 до Р. X.—150 до 
Р. X.; 2) 150 до Р. X.—100 после Р. X. и 3) 100 после 
Р. X.—400 после Р. X. Первый период—блестящая 
эпоха истории математики. Тогда в Ялександрии ра¬ 
ботали Евклид и Эратосфен, учился Яполлоний Пер- 
гийский;третий великий греческий математикЯрхимед 
находился в тесной связи и постоянной переписке с 
Ялександрийскими учеными и этотъ третий период 
также весьма важен для истории учения о целом 
числе. 
В этом периоде жили Никомах Геразский и Теон 

Смирнский и вероятно в самом конце этого периода 
„отец алгебры и арифметики14 Диофант Ялександрии- 



ский *). За исключением Библии ни одна книга не под¬ 
вергалась стольким переработкам и не имела столько 
изданий, как 13 книг Начал Евклида. Изучение ее и 
теперь должно быть обязательным для математика- 
педагога и для математика, интересующагося или 
философскими основаниями своей науки или ее 
историею. Начала Евклида представляют, повиди- 
мому, свод всех успехов в области геометрии и 
арифметики, которых достигла греческая мысль к 
началу александрийского периода. В них дано 
строгое обоснование геометрии аксиомами и по¬ 
стулатами, которое до последнего времени счита¬ 
лось образцовым и незаменимым, и на этих осно¬ 
вах построено систематическое изложение истин 
планиметрии и стереометрии, завершающееся в по¬ 
следней теореме последней книги доказательством 
существования пяти правильных многогранников - 
космических тел пифагорейской школы. Но и для 
чистой математики, для учения о числах и опера¬ 
циях над ними, Начала имеют не меньшее значение. 
Вторая книга Начал есть алгебра, облеченная в 
геометрическую форму. По ней можно отчетливо 
и ясно выяснить связь между алгеброю и геоме- 
триею, и поэтому ее изучение представляет боль- 
той педагогический интерес теперь, когда справед¬ 
ливо обращено внимание на „фузионизм“ в препо¬ 
давании алгебры и геометрии в средней школе. 
В Началах резко проведено характерное для гре¬ 

ческой математики различение величины (мегете) 
и числа (аритмос). Числом для греков было сначала 
(у Евклида) только целое (позже также и рацио¬ 
нальное у Диофанта). Это различение было резуль- 

*) Р. Таппегу в своей стаіье „Я лиеііе еро^ие ѵіѵаіі: Віо 
рНаггіе" доказывает, что Диофант жил не в IV столетии, как 
считали ранее, но в третьем, и был современником Паппуса, 
т.-е. жил за 100 лет до Теона Александрийского и его дочери 
Гипатии. (Мёгтюігез заепШЦиез, I. 2—р. 62). 
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татом глубокой работы мысли. Мы видели (см. II), 
что пифагорейская философия склонна была уподо¬ 
блять веши целым числам. Но пифагорейцы-мате¬ 
матики открыли иррациональные (невыразимые 
отношением между целыми числами) отрезки. Не¬ 
обходимо после этого было ввести или понятия о 
пределе, бесконечно большом, бесконечно малом, 
или резко различить величину непрерывную от ве¬ 
личины раздельной (дискретной, выражаемой це¬ 
лыми числами). Трудности, связанные с первым пу¬ 
тем, ясно сознавались греческими математиками осо¬ 
бенно под влиянием апорий, выдвинутых филосо- 
фами-элеатами (Парменидом и в особенности Зено¬ 
ном) и они избрали второй. Соответственно этому 
мы находим в Началах 5-ю книгу, в которой при¬ 
водится систематическое учение о пропорциях между 
величинами и три книги (7, 8 и 9-я), которые по¬ 
священы учению о целых числах и в которых 
свойства пропорций снова самостоятельно доказы¬ 
ваются для целых чисел. Эти три книги составляют 
таким образом рациональную арифметику древних *). 
Седьмая книга начинается с определений, кото¬ 

рыми Евклид пользуется затем во всех арифме¬ 
тических книгах. Последовательно определяются 
единица, число, часть дробь кратное, числа 
четные, нечетные, четно-четные, четно-нечетные, 
нечетно-нечетные, простые числа, числа взаимно¬ 
простые, числа сложные и числа взаимно-сложные, 
числа плоскостные (аЬ), числа телесные (аЬс), на¬ 
конец числа пропорциональные, подобные и нако~ 

*) Следующая за ними іО-я книга, одно из наиболее 
глубокомысленных творений греческого ума, может быть 
названа иррациональною арифметикою. В переводе Начал 
изданном проф. Ващенко-Захарченко, к сожалению, отсут¬ 
ствует перевод 7, 8 и 9-й книги. Поэтому я несколько по 
дробнее остановлюсь на их содержании. 
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ней совершенные. Последняя (36-я^ теорема 9-ой 
г.-е. последней из арифметических книг заключает 
в себе доказательство того, что числа вида 2й (2Г,~1 - 1) 
суть числа совершенные, если число 2П~~] *-1 есть 
число абсолютно-простое. Этот коней Евклидовой 
арифметики является также доказательством тесной 
связи научной арифметики с числовою симво¬ 
ликою, в которой еше со времен Вавилона первое 
совершенное число 6 играло большую роль. 
Теоремы седьмой книги начинаются с теоремы, 

громадное значение которой выясняется всей исто¬ 
рией учения о целом числе и в особенности создан¬ 
ной Куммером, Кронекером и Дедекиндом теориею 
целых алгебраических чисел (см. дальше). Мы из¬ 
ложим ее поэтому придерживаясь возможно ближе 
подлинника. „Если из двух неравных целых чисел 
последовательно меньшее вычитается из большего 
и остаток до тех пор не измеряет точно предыду¬ 
щего пока он не равен единице, то данные „числа 
суть числа между собою взаимно-простые". Алго¬ 
рифм (ряд операций), который дается в этой теореме, 
носит справедливо название Евклидова алгорифма 
нахождения общего наибольшаго делителя. Две 
следующие теоремы (2 и 3) доказывают действи¬ 
тельно, что этот алгорифм приводит к нахождению 
общего наибольшего делителя двух или большего 
числа целых чисел. Теоремы 4—22 посвящены частям 
и дробям и в арифметической форме для целых 
чисел доказывают теоремы к 5-ой книге данные 
для отношений и пропорций между величинами. 
Теоремы 23—30 излагают свойства чисел взаимно¬ 

простых между собою. Так например теорема 24 
(в издании Гейберга) говорит, что, если числа А и В 
суть числа взаимно-простые с С, го и произведе¬ 
ние АВ есть взаимно-простое с С. По теореме 
31 каждое сложное число делится на какое-либо 
простое и по теореме 32 каждое число есть или 



простое или делится на простое. Конец книги учит 
выражать отношения в наименьших числах и нахо¬ 
дить наименьшее кратное двух или более чисел. 
В восьмой книге продолжается учение о пропор¬ 

циях, рассматриваются свойства непрерывной гео¬ 
метрической пропорции и средней пропорциональ¬ 
ной и наконец вводятся и изучаются числа, кото¬ 
рым по их геометрическому значению приписы¬ 
вается название плоскостных, квадратных, телесных. 
В 9-ой книге изучаются пропорции и прогрессии 

и в ней особенное внимание прежде всего заслу¬ 
живают две теоремы. По теореме 12-ой, если числа 
1, А, В, Г составляют геометрическую прогрессию 
и Г делится на простое число Е, то и А делится 
на Е. Теорема 20-я содержит знаменитое доказа¬ 
тельство бесконечности простых чисел. Далее рас¬ 
сматриваются свойства четных и. нечетных чисел, 
их сумм и произведений. В 35-ой теореме сумми¬ 
руется геометрическая прогрессия, и книга (а с нею 
вместе и арифмет-ика целых чисел) заканчивается 
как мы уже указали, доказательством, что числа вида 
2я, (2П+1 — 1) суть числа совершенные. 
Таково содержание той части Начал Евклида, ко¬ 

торая излагает незыблемые и до сих пор основания 
теории целых чисел. Нельзя не пожелать, чтобы 
три арифметические книги были бы изданы отдельно 
и могли бы служить пособием при преподава¬ 
нии того курса теоретической арифметики, кото¬ 
рый должен заканчивать курс математики обяза¬ 
тельный для всех получающих среднее образо¬ 
вание *). 

В переводе Начал'*', изданном проф. Ващенко-Захар¬ 
ченко» пропущены именно арифметические книги. Ф. Петру* 
шевский в 1819 г. издавший в переводе на .русский язык 
„Евклидовых начал 8 книг» а именно первые шесть, один¬ 
надцатую и двенадцатую'* в 1835 г. издал „Начал три книі^и. 

.а именно седьмая, осьмая и девятая, содержащие общую 



Из нашего слишком краткого по недостатку 
места изложения арифметики Евклида мы видим, 
что оно представляет собою исключительно теорию 
делимости целых чисел а связи с теориею пропорций 
и прогрессий. Отсутствуют приложения к решению 
конкретных задач с определенным* числами и при¬ 
том теоремы иллюстрируются не числовыми при¬ 
мерами, но линиям*. Этот исключительно теорети¬ 
ческий характер трех арифметических книг объяс¬ 
няется тем различием, которое под влиянием Пи¬ 
фагорейской школы проводилось гренами между 
теоретическою и практическою арифметикой. Только 
первая была Арифметика, вторая носила название 
логистики, .Пифагор поставил выше всего арифме¬ 
тику, освободивши ее от служения коммерческим 
интересам и стал рассматривать все вещи под фор¬ 
мою числа!* пишет один из перипатетиков Ари- 
стоксен. Платон в диалоге „Горгиас" противопо¬ 
ставляет логистике арифметику. Подробнее, ссы¬ 
лаясь на Геми нуса, развивает Прокл, математик 
V ст. в своих комментариях на Евклида, различие 
между теоретическими науками, геометриею и ариф¬ 
метикою, и практическими,—геодеэиею и логисти¬ 
кою. Первые занимаются воспринимаемым разу¬ 
мом, вторые—воспринимаемым чувствами. Арифме¬ 
тика разделяется на теорию чисел линейных, пло¬ 
скостных и телесных и рассматривает образование 
чисел. Напротив, логистика рассматривает свойство 

теорию чисел древних геометров". В ХѴ1ІІ ст. Евклид был 
издан на русском языке в 1739, 1769 и 1789 г. Лучшими из¬ 
даниями Евклида считается—английское издание Огедогу (Ох- 
іогй 1702), французское издание РеугагО (Рагіз 1808 ) и из¬ 
дание НеіЬегд'а (на греческом и латинском языках (Лейп¬ 
циг 1.-84). В английской литературе имеется весьма боль¬ 
шое число изданий Евклида, приноровленных к препода¬ 
ванию в средней школе. Список различных изданий и пе¬ 
реводов Евклида приложен к переводу проф. Ващенко-За¬ 
харченко, 
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чисел не самих по себе, но по отношению к чув¬ 
ственным предметам. Она рассматривает, с одной 
стороны, подобно Архимеду, задачу о быках, с дру¬ 
гой стороны числа и сіамтяс (числа буты¬ 
лочные и числа относящиеся к стадам). Соответ¬ 
ственно такому взгляду все практические приемы 
счета и вычислений относились к логистике. Но 
такое философское пренебрежение к вычислениям 
не могло-быть долго выдержано. Не только по¬ 
требности обыденной жизни, но и развитие астро¬ 
номических наблюдений и основанных на них тео¬ 
рий требовало развития * практики действий над 
большими числами и два великие геометра Архи¬ 
мед и Аполлоний Пергийский посвятили этому 
вопросу логистики свои исследования. В гл. I, чи¬ 
татель познакомился с Псаммитом Архимеда. Мы 
дополним сказанное немногим и прежде всего пере¬ 
водом интересного предисловия—обращения к Си¬ 
ракузскому царю Гиерону: „Многие думают, царь 
Гиерон, что число песчинок бесконечно. Я говорю 
не только о песке кругом Сиракуз и во всей Си* 
цилии, но о песке на всей суше, как обитаемой, 
так и необитаемой. Напротив другие не считают 
это число беспредельным, но думают, что нельзя 
указать число, которое бы его превосходило. 
Тем более последние считали бы невозмож¬ 

ным знать число, которое превосходило бы число 
песчинок в песчаной куче, равной по объему Земле, 
предполагая что им наполнены и все моря, и все 
ппадины равно как и высочайшие горы. Я же по¬ 
стараюсь при помощи геометрических доказательств, 
с которыми ты не можешь не согласиться, пока¬ 
зать, что между числами, мною указанными в посла¬ 
нии к Цейксиппу находятся такие, которые прево¬ 
сходят число песчинок не только в куче равной по 
объему Земле, но и в такой, которая по своей ве¬ 
личине равнялась бы вселенной. Ты знаешь, чго 
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большая часть астрономов понимают под вселен¬ 
ною (космос) шар, центр которого есть центр Земли, 
а радиус равен расстоянию от центра Земли до центра 
Солнца. Но Аристарх Самосский уж письменно 
изложил гипотезу, по которой мир много больше, 
чем обыкновенно думают астрономы. Он предпо¬ 
лагает, что звезды и Солнце неподвижны и что 
Земля двигается по кругу, в центре которого стоит 
Солнце. Шар неподвижных звезд» в центре кочо- 



рого также находится Солнце, имеет поперечник 
в 10.000 раз больший чем мир астрономов4', Архи¬ 
мед приходит к выводу, что число песчинок, 
заключающихся в шаре неподвижных звезд, 
меньше 10е,в. 
Чтобы прийти к этому результату он пользуется 

постоянно следующим свойством геометрической 
прогрессии: „Если мы имеем начинающийся едини¬ 
цей ряд чисел, составляющих геометрическую про¬ 
грессию, то произведение двух чисел этого ряда на¬ 
ходится в той же прогрессии на таком же расстоя¬ 
нии от большего множителя, на каком меньший мно¬ 
житель находится от единицы; расстояние произве¬ 
дения от единицы меньше на единицу суммы рас¬ 
стояний множителей от единицы". Так как рас¬ 
стояние чисел геометрической прогрессии от еди¬ 
ницы составляют арифметическую прогрессию, то 
очевидно, что правило Архимеда есть не что иное 
как то отношение между геометрическою и ариф¬ 
метическою прогрессиею которое может быть поло¬ 
жено в основание теории логарифмов, как это, 
после предварительных шагов Стифеля и Стевина, 
было сделано Непиром. 
Подобно Архимеду *) другой великий греческий 

геометр Аполлоний Пергийский интересовался важ¬ 
нейшим вопросом логистики, усовершенствованием 
способов вычисления больших чисел. 
В книжке потерянной для нас, как и многие дру¬ 

гие его сочинения, носившей причудливое назва¬ 
ние „скорое разрешение от бремени" (Окитокион) 
он по словам комментатора Эвтокия дал число г, 
с большим приближением чем Архимед в сочинении 
„Об измерении круга". Паппус сохранил .для нас 
способ, которым Аполлоний определил произве- 

;) О приписываемой Архимеду задаче о быках 'огоЫета 
Ьоѵіпит) будет сказано дальше. 



дение всех чисел, представленных буквами одного 
греческого стиха. 
Произведение это равно числу: 

196036848.1064. 
При вычиеяени такого громадного числа Апол- 

лоний пользовался рядом теорем, приводимых Пап- 
нусом, и которые дают правила для нахождения 
произведения двух рядов чисел аЛО1, Ь. 10*\ 
с. 10е",,.. на а’. 10к>, Ь. 10ЕЛ,,(Числа а, Ь, с,... а', Ь', с\.. 
(Питмены —по терминологии Аполлония и Паппуса)., 
суть числа ряда 1, 2, Зи«. 9). Отдельно перемножались 
Питмены и складывались показатели 1, Г.... к, к*.... 
В более тесной связи с арифметическими кни¬ 

гами Евклида, чем Псаммит Архимеда и Окито- 
кион Аполлония стоит математическая деятельность 
знаменитого Александрийца географа Эратосфена 
(276 —194). 
После того как Евклидом было дано в 9-й книге 

доказательство существования бесконечного мно¬ 
жества простых чисел, являлось естественным стре¬ 
мление возможно проще и скорее выделить эти 
простые числа, столь важные в теории целых чи¬ 
сел, из ряда чисел натуральных. Этой цели стре¬ 
мится удовлетворить так называемое решето Эра¬ 
тосфена *). Эратосфен занимался также теориею 
многоугольных чисел и написал не дошедший до 
нас комментарий к „Тимею" Платона, столь пол^ 
ному математическими аллегориями. Есть все осно¬ 
вания предполагать, что простейшие из много¬ 
угольных чисел—треугольные были известны еше 
Пифагорейцам. Уважение к числу 10 основывалось 
между прочим и на том, что оно есть треугольное 

*) См. мое „Введение в Янализ", вып. I. 
**’) Способ Эратосфена может быть значительно усовершен* 

ствован, как показали Эйлер и в последнее время Дормуа и 
П. С. Порецкий, работа каторого напечатана в „Известиях 
Казанского Физикоматематического Общества"» 

38 



число. О многоугольных числах писал ученик 
Сократа и Платона Филипп Опунтиус, но мы ви¬ 
дели, что Евклид в своих арифметических книгах 
говорит только о квадратных числах. 
Общее определение п— угольного числа (сумма 

членов арифметической прогрессии, которой первый 
член есть 1, а разность равна п—2) дано Гипсик- 
лом Александрийским, жившим во ІІ столетии до 
Р. X, Теории этих чисел отведен почти одна треть 

0 в В В а В и ВІ и В 
в и В В чг і<1* * >1 3 
11 в в в ш Ш га га т т в в в га а га ш га га в а в в а га в ш га т в в в га га в га ш Ий га в 4 а Кл Н>1 л* рр \д\ 0 

п ХсГ ір А ИР о/9 7Г 

н И* >иГ 0/9 

( н А У $ о Ж ^7 «3 
Таблица умножения из сочинения Нинамаха „Изагоге*. 

одного из важнейших математических сочинений 
древности: — Ізадоде или Введение в изучение 
арифметики — Никомаха Геразского, жившаго уже 
в третий период научной истории Александрии. 
Сочинение это, к сожалению, мало доступно изу* 

чению *); сравнительно подробное изложение его 

*) Напечатанное в первый раз в Париже в 15°8 г., оно 
затем было переиздано в 1817 г. АзГом и в 1856 г. НосЬе'ом 
в Германии. Но и то и другое издание содержит только 
греческий текст без комментариев. 
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можно найти в прекрасном сочинении Нессельмана: 
Оіе АІдеЬга сіег Огіесііеп 1842 г., до сих пор еще 
не потерявшем своего значения. „Введение" Нико- 
маха разделено на две книги. Первая из них пред¬ 
ставляет меньший научный интерес. В ней можно 
отметить однако разделение четных чисел на числа 
вида 211, 2й (2т + 1), и 2 (2т~!~1), введение чисел, 
недостаточных и избыточных и таблицу умножения 
в виде квадрата, разделенного на клетки. 2-я книга 
посвящена теории фигурных чисел и теории про¬ 
порций. Из числа теорем относящихся к фигурным 
числам отметим две: 1) всякое многругольное число 
равно сумме многоугольного числа предыдущего 
названия, но занимающего в ряду то же место и 
треугольнаго числа, занимающаго предшествую¬ 
щее место (четвертое семиугольное число (34) равно 
сумме четвертого шестиугольного с третьим тре¬ 
угольными (28 ■[ 6); 2) если разобьем ряд нечетных 
чисел на группы, число членов в которых будет 
возрастать как ряд натуральных чисел, то сумма 
членов каждой группы равна кубу числа членов 
каждой группы (13--1,3 3~ 5--2’\ 7-:-9~--11 ~--3:; 
и т. д.). От многоугольных чисел Никомах перехо¬ 
дит к пирамидальным числам, получаемым через 
суммование многоугольных чисел и наконец рас¬ 
сматривает также числа кубические (т;;), числа 
балкообразные [т - (т п)], числа кирпичеобраз¬ 
ные [т - (т — п)], числа клинообразные, шаро¬ 
образные, параллелепипедные. 
В учении о пропорциях, которое по словам Ни- 

комаха „необходимо для естествознания, для музыки, 
сферической тригонометрии и планиметрии, но в 
особенности для понимания старых писателей", сна¬ 
чала рассматриваются три пропорции, найденные 
еще в школе Пифагора, т.-е. пропорции арифме¬ 
тическая, геометрическая и гармоническая. Отметим 
здесь следующие теоремы; 1) в непрерывной ариф- 



метической пропорции а-Ь~Ь-с разность между квад¬ 
ратом среднего члена и квадратом постоянной раз¬ 
ности равна произведению средних (эту теорему 
для нас столь простую Никомах называет прекрас¬ 
ною и никем не замеченною) и 2) если три числа, 
расположенные по убывающим величинам, соста¬ 
вляют пропорцию, то частное от деления первого 
на второе меньше, больше или равно частному от 
деления второго на третье, смотря по тому, имеем ли 
мы пропорцию арифметическую, гармоническую или 
геометрическую. Далее Никомах рассматривает семь 
других пропорций: три пропорции Евдокса Книдского 
и четыре пропорции, дополненные впоследствии и 
наконец одиннадцатую совершеннейшую, ибо она 
включает в себе прочие и находит многие прило¬ 
жения как в естествознании, так и в музыке. Таковы 
наиболее важные и интересные в историческом 
отношении места сочинения Никомаха. Историки 
математики не сходятся в оценке его научного зна¬ 
чения. В то время как Нессельман придает боль¬ 
шое значение тому, что в „Изагоге“ арифметика 
впервые излагается независимо от геометрических 
представлений и теоремы учения о числах прове¬ 
ряются на числах, но не на линиях, как у Евклида, Поль 
Таннери *) находит взгляд Нессельмана излишне 
благоприятным. „Никомах не математик, потому 
что математик не мог бы включить в книгу те 
детски простые теоремы, которые находятся у Ни¬ 
комаха. Никомах — философ, который пишет об 
арифметике для изучающих философию. Поэтому 
в его книге почти отсутствуют доказательства и 
теория сводится к обобщению индукции11. Но ка¬ 
ковы бы ни были недостатки сочинения Никомаха, 
оно несомненно имеет большое историческое значе- 

*) См. статью о Домниносе Ларисском, математике в 
конце V столетия в Метоігез зсепШідиез риЫіез раз НеіЬегд 
еі 2еиіЬеп Рагіз 1912. Ѵо! II. р. 108. 
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мне и пользовалось громадною популярностью, „Счиг 
гать как Никомах Геразский" было долго похвалою. 
Во время Ямблиха (IV столетие) книга Никомаха была 
столь же классическою для арифметики, как Евклид 
для геометрии. Позже Прокл, который считал что в 
нем живет душа Никомаха, писал комментарий 
на Изагоге. Латинский перевод Изагоге, сделанный 
Боэцием* сделался почти на все средние века 
классическим руководством. Таким же уважением 
пользовалась книга Никомаха и у арабов. 
Другой математик, связанный подобно Никомаху 

своими философскими воззрениями с школою Пи¬ 
фагора и с Платоном, Теон Смирнский (II сто¬ 
летие после Р. X.) посвятил арифметике одну из 
книг своего сочинения „Что нужно знать из мате¬ 
матики для того, чтобы понимать Платона". Дока¬ 
завши, что „математика необходима" (гл. ^«опре¬ 
деливши арифметику (2) и единицу *) (3), Теон рас¬ 
сматривает последовательно простые и сложные 
числа, четные и нечетные и их различные под* 
разделения (главы 5—10) и затем переходит к чис¬ 
лам квадратным, гетеромекным (гл, 11—18) и к 
числам треугольным, пятиугольным и шестиуголь¬ 
ным (19—27). В главе 28 он доказывает, что квадрат¬ 
ное число состоит из двух треугольных, главы 29 
и 30 говорят о телесных и пирамидальных числах. 
Все эти главы, по мнению Нессельмана, далеко 
уступают соответствующим главам Изагоге Нико¬ 
маха. Исторический интерес представляет 31 глава, 
посвященная „диагональным и боковым числам". 
Цель ее показать, что подобно тому как целые 
числа представляют свойства треугольников, квад¬ 
ратов, пятиугольников, и т. дв они могут выразить 
и отношение стороны и диагонали квадрата. Для 
того, чтобы найти такие числа, Теон Смирнский со- 

*) „Единица не есть число, не только начало чисел * 
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ставляет два ряда целых чисел: и 
о., о , . , , о 

я 

связанных равенствами ѵ. -_-:а , -'-5 , 
Г О П I ‘ п 1 

Ѵ-"А--Г І 2 7 «• И причем 
числа я, и о, предполагаются равными единице. 
Таким образом получаются ряды чисел. 

1, 2, 5, 12, 29, . 985, 2.378 
1, 3, 7. 17ѵ 41. 1.393, 3.363 

Отношения ~ попеременно больше или меньше 

отношения диагонали квадрата к его стороне. Между 
числами и существуют, как показывает Теон 

•на примерах, соотношения оп2 —2ап2 = (—1)п 
Мы имеем здесь первый дошедший до нас при¬ 

мер знаменитого уравнения Пелля, Т2—йи -==-}- 1, 
которое было предметом многочисленных работ *), 
и на громадном значении которого в теории би¬ 
нарных квадратных форм и в теории квадратичных 
числовых тел мы остановимся дальше. П. Таннери. 
доказывает, что уравнение Теона рассматрива¬ 
лось еще Платоном. Приближение к у 2 найден¬ 
ные Теоном суть не что иное как последователь¬ 
ные подходящие дроби к разложению в непрерыв¬ 
ную дробь \ 2 и этот результат есть частный случай 
общей методы данной Лагранжем для решения 
уравнения Пелля, с помощью непрерывных дро¬ 
бей. В одной из глав сочинения Феона мы встре¬ 
чаем в первый раз магический квадрат. 

1 4 1 7 
2 5 8 

3 6 ! 9 

*) Им посвящена особая монография: Конен. Се$с№сЬ!:г 
Дег СДеісЬипд I-*—Би а=1, Ьеірг. 19Л. 
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Задача магических квадратов с тех пор явилась 
одною из любимых тем в теории чисел. Она инте¬ 
ресовала Фермата и Эйлера, после того как в сред¬ 
ние века ею занимались Стифель, известный ми¬ 
стик Агриппа Неттесгеймский и знаменитый худож¬ 
ник Альберт Дюрер. 
Большою известностью пользовались в средние 

века и сочинения Ямблиха, о которых мы говорили 
выше, сочинения представляющие большой инте¬ 
рес для истории Неоплатонизма, этой религии греко¬ 
римской интеллигенции побежденной религиею бед¬ 
ноты, но их научный интерес гораздо меньше ин¬ 
тереса книг Никомаха и Теона. Громадный и не 
преходящий научный интерес представляют напро¬ 
тив дошедшие до нас части сочинения знаменитого 
арифметика Греции Диофанта. 

V. 

Диофант, 

Не только происхождение и обстоятельства жизни, 
но даже и точное определение времени деятель¬ 
ности Диофанта покрыты мраком неизвестности. 
По цитатам в его сочинении с одной стороны, по 
цитатам из его книги в других математических со¬ 
чинениях можно установить два крайние предела 
и между этими пределами разница в 540 лет (от 
180 г. до Р. X. до 360 г, после Р. X.) Наиболее 
авторитетные писатели относят его жизнь или к 
3-му столетию после Р. X. (М. Сапіог) или к 2 му 
после Р. X. (Поль Таннери, Лориа). Из сочинений 
Диофанта дошли до нас шесть книг его арифме¬ 
тики (из предисловия видно, что их было трина¬ 
дцать) и небольшой трактат о многоугольных чис- 
слах. Из арифметики видно, что он написал еще 
сочинение под заглавием Поризмы. 
Из предисловия к арифметике видно, что она 

44 



была разделена на 13 книг подобно Началам 
Евклида и Альмагесту Птолемея. Вопрос о том, 
какая часть сочинения погибла, каково содержание 
недостающих семи книг занимал ученых, изучавших 
внимательно Диофанта. Одни думали, что погиб 
конец сочинения и что в нем заключалась или 
теория решения кубических и биквадратных урав¬ 
нений (математик XVI столетия Бомбелли) или тео¬ 
рия тройных уравнений как продолжение теории 
двойных уравнений данной в сохранившейся части 
сочинения (мнение Монтукля и Шульца). Напро¬ 
тив другие (издатель арабских математиков Коле- 
брук, Нессельман, Ганкель, Хит) считают, что по¬ 
теря сравнительно маловажна, что пропала часть 
сочинения между первою и второю книгою, заклю¬ 
чавшая по мнению Нессельмана решение опреде¬ 
ленных уравнений 2-ой степени и неопределенных 
первой степени. Наконец Таннери и Лориа склонны 
думать, что погибшая часть сочинения представляла 
не меньший интерес чем дошедшая до нас и де¬ 
лают различные гипотезы относительно ея содер¬ 
жания *). 
Из дошедших до нас рукописей на греческом 

языке Арифметики наиболее древняя находится в 
Ватикане и относится в ХШ столетию. Арабский 
перевод Диофанта был сделан в IX столетии. Пер¬ 
вый перевод на латинский был сделан Ксиланде- 
ром и напечатан в 1575 г. в Базеле. В 1585 г. 
Симен Стевин, бельгийский математик, о котором 
мы будем говорить позже, издал французскую пе¬ 
реработку первых четырех книг Диофанта. В 1621 г. 
появилось знаменитое в истории гак называемого 
Анализа Диофанта издание греческого гексіа и 

*) Таппегу. 5иг іа регЬ ае& .ері Гѵге^ ѵіе Оюрпапіе 
5с»епі. ѵоі II) 

іогілі. 5сі€П^е оеІГашка Огест, Мосіепа, 1902. 
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яатинскоге перевода Баше де-Мезириака с ком¬ 
ментариями и дополнениями ученого издателя; на 
молях этой книги и писал Фермат свои «ОЬзегѵа- 
*іопе$“. После его смерти его сын С» Фермат издал 
в 1670 г. в Тулузе Диофанта с комментариями Баше 
и с „ОЬзегѵагіопез4* Фермата^ *) 
Подъ редакциею Поля Таннери напечатано в 

Лейпциге в 1893 г. в двух томах издание: ОіорЬапй 
Ліехапсігіп! Орега отпіа. 
Для облегчения чтения Диофанта Шульц в 1810 

и Вертгейм в 1890 издали арифметику на немецком 
языке. К этому последнему изданию мы и отсылаем 
желающих ближе познакомиться непосредственна 
с Диофантом. Как лучшия пособия при его изуче¬ 
нии можно рекомендовать: 1) Пеззеігпапп. Оіе 
АІд'еЪга сіегОгіесНеп. Вегіігн 1842. Почти половина этой 
прекрасной книги посвяшена Диофанту. 2) Богіі 
Ье зсепге е$аііе пеІГапііса (лгесіа. Мосіепа 1902. 
3) НеаШ. ВіорЬапіоз о? Аіехапсіпа, СатЬгісІде. 1885 
и 4 статьи Таннери в собрании его Метоігез $сіеп&- 
Ндиез риЫіёз раг НеіЬегд зі 2еи*Ьеп. 1912. 
Арифметика Диофанта имеет одинаково большое 

значение и для истории алгебры и для истории 
теоретической арифметики; 11 положений, которых 
предпосланы всему сочинению, суть бесспорно 
один из самых замечательных документов истории 
математики. Определивши, подобно Фалесу, число 
как собрание единиц и указавши на беспредель¬ 
ность ряда чисел, Диофант выделяет из них пять 
классов: квадраты, кубы, биквадраты, квадратокубы, 
кубокубы.Вместе с единицею и первою степенью числа 
эти пять видов чисел составляют ..лестницу семи 
ступеней**, которая встречается в некоторых сочи* 
нениях Пифагорейской школы. Этим классам целых 

#) Экземпляр этого издания находится в библиотеке вла¬ 
дении Наук, в Петрогрде. 
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чисел соответствуют классы дробей с числителем 
единицею: дроби будут называться простые, ква¬ 
дратные, кубические, биквадратные, квадратоку- 
бические и кубокубические соответственно знаме¬ 
нателю, Показавши обозначения тринадцати кате¬ 
горий чисел Диофант і положениях 4 .и 8 дает 
правила их перемножения т>е., говоря языком совре¬ 
менной алгебры, законы умножения положительных и 
отрицательных степеней: 

1. X" .* Х-, X- х*«X* ;\ Т • ^ а 
1 

X ш-Ь* 

и наконец (если п>т) и “-п (если 

п<т), но ограничиваясь только значениями тип 
сумма которых меньше б- Положение 9-ое (правило 
умножения отрицательных чисел на отрицательные 
и положительные) формулируется Диофантом следую- 
щими словами: „Число вычитаемое будучи умно¬ 
жено на вычитаемое дает прибавляемое; вычитае¬ 
мое умноженное на прибавляемое, дает вычитае¬ 
мое". В положении 10-м Диофант настаивает на 
необходимости настойчивого упражнения в сложе¬ 
нии, вычитании и умножении как одночленов так 
и многочленов. Наконец в 11-м положении Дио 
фант дает указания, как путем прибавления и вы¬ 
читания равных членов привести уравнение к воз¬ 
можно более простому виду. Развитие этих указа¬ 
ний вероятно и привело арабских математиков к 
двум основным операциям (алгебра и альмукабала^ 
См. дальше главу VI). В том же введении Диофант 
вместе с правилами действий вводит символы для 
обозначения рассматриваемых им степеней и дро¬ 
бей и если у него отсутствует знак для обозначе¬ 
ния действия сложения и два складываемых числа 
ставятся рядом одно подле другого, то для вычи¬ 
тания и для равенства Диофант вводит особые 
жаки и таким образом и в этом отношении является 
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одним из основоположников алгебры. За введением 
в шести сохранившихся для нас книгах следует 
собрание 208 задач, из которых значительно боль¬ 
шая часть (160) относятся к решению неопреде¬ 
ленных уравнений в рациональных числах. Задачи 
приводящиеся к решению определенных уравнений 
первой и второй степени встречаются главным 
образом, в 1-ой книге. Но вообще Диофант, как 
он дошел до нас, не представляет стройной си¬ 
стемы, в которой более легкие задачи предше¬ 
ствуют более трудным; можно думать, что тот без- 
порядок, в котором расположены задачи, есть дело 
рук неудачных переписчиков. Благодаря трудам 
Нессельмана, Таннери и Лориа можно однако разо¬ 
браться в задачах Диофанта. В особенности по¬ 
лезна таблица, данная Лориа, в которой все задачи 
сгруппированы по 8 отделам. Я считаю полезным 
привести в виде примера несколько задач каждого 
отдела. (Номера задач указаны мною по книге 
Вертгейма более доступной для русского читателя). 

I. Уравнения первой степени с одною неизвестною. 

Пример: задача I, 10. Даны два числа. Нужно 
одно и то же число прибавить к меньшему и вы¬ 
честь из большого; отношение суммы к разности 
дано. Задача приводит к уравнению — К где 
а, Ь, А суть данные числа. Заметим, что Диофант 
обыкновенно дает в своих задачах определенные 
числа; так в этой задаче а — 20, Ь = 100, А = 4; 
но это видимое сужение очевидно нисколько не 
нарушает общности метода решения. 

II. Определенные системы уравнений первой степени- 

!, 1. Данное число разделить на два числа, раз¬ 
ность между которыми дана (х ■-]- у *— а, х - у — Ь). 
Приведем перевод решения этой задачи, вводя 
вместо символов Диофанта для равенства и вычи- 
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тания равно как и для обозначения неизвестной 
обычные символы современной алгебры и употреб¬ 
ляя символ сложения, который, как было сказано 
выше, отсутствовал у Диофанта. „Пусть данное 
число есть 100, разность 40. Обозначим меньшее 
число х, большее число будет х -г 40, оба вместе 
дадут 2x4-40, Так как их сумма должна быть 100, 
то 2x4" 40 = 100. Если мы вычтем равное из рав¬ 
ного, а именно 40 из 2x4" 40 и из Ю0, то оста¬ 
нется 2х == 60 и следовательно х — 30, Таким обра¬ 
зом искомые числа будут 30 и 704 

I, 12. Разделить данное число на два числа двумя 
способами так, чтобы первое слагаемое первого 
разложения находилось бы в данном отношении 
к первому слагаемому второго разложения и чтобы 
второе слагаемое первого разложения находилось бы 
также в данном отношении к второму. 

(х) ■'г х2 = а, Уі'г у2 — а, X, = \ Уі, х8 = лаУ,). 
I, 20. Найти четыре числа так, чтобы сумма трех 

из них была больше четвертого на данное число. 
(— * -І- У -Г 2 -г и = а, X — у -1 - г т и = Ь, х у — 

— г 4- и = с, х 4 у г 2 — и == сі). 
I, 23. Найти три числа так, чтобы наибольшее 

превосходило наименьшее на данную часть сред¬ 
него, чтобы среднее превосходило меньшее на дан¬ 
ную часть наибольшего и чтобы наименьшее число 
превосходило данное число на данную часть сред¬ 
него числа. 

Диофант решает задачу, полагая р - -= ц г — 3 и 

а~-10 и находит числа 45, 37* и 22*. 

III. Определенные системы уравнений; приводящиеся 

к первой и второй степени. 

I, 34. Найти два числа, находящиеся в данном 
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отношении, для которых сумма квадратов нахо- 

дится в данном отношении к сумме чисел ;а, 

-г у2 _ А 
х + у ' 

В решении Диофант предполагает ѵ — 5, ц-Зи 
находит легко х =6, у =2. 

IV, 16. Найти три числа, если даны произведе¬ 
ния суммы двух чисел на третье: ((у -д г) х — а, 
(2-г-х)у = Ь, (х + у)2 = с). 

Полагая а —35, Ь^27, с—32 Диофант находит 
числа 3, 4, 5. 

IV, 38. Найти три числа так, чтобы произведение 
двух из них, увеличенное на сумму этих чисел, 
было бы равно данному числу. 
(ху-г(х + у) — а, у2 + (у + г)=Ь, хг + (хг) = с). 
Диофант предполагает, что а —8, Ь = 15, с —24 

165 84 340 м 
и находит рациональные числа ^ ^ Числа 

8, 15, 24, увеличенные на 1 суть полные квадраты. 
Диофант, отыскивая рациональные решения, при¬ 
бавляет условие, что числа а, Ь, с должны всегда 
по прибавлении единицы быть полным квадратом. 
Но общее решение уравнений есть 

*=- н • у I 
п • і/ (а + 1) (с+ Г) 

г — — 1 --у -—“фу-2—- и для рациональности 

чисел х, у, г достаточно только, чтоб (а-М) (Ь~~1) 
(с 4-1) было полным квадратом. 

VI. Неравенства с одною неизвестною. 

IV, 25. Найти х так, чтобы х тг <х4-1 
X (X “1“- 1) 1 

IV, 31. Найти х так, чтобы —<?х2 <ЬІ-1 а -р і а. 
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V. Неопределенные уравнения 1-ой степени. 

I, 14. Найти два числа так, чтобы их произведе¬ 
ние находилось в данном отношении к их сумме 
(ху = >, (х г у)). 

1, 25. Найти три числа, которые становятся равны, 
если, каждое отдает следующему определенную 

С \ 2х , 2у часть своего значения Іх-~у-1-> у — 
ѵ 7 1 ГЛ 17 1 п 

VI. Неопределенные уравнения 2-й степени. 

II, 8. Разложить данное квадратное число на два 
квадрата: х- у- ~~ а2 

Диофант берет квадратное число: 16 и получает 

равенство 16— (у) 4~Су)* 
^ ^ 2 ат 

Эта задача, оощее которой решение х ~ > 

а (гл2 — 1) - 
У — 'у^зтру было известно грекам, замечательна 

и потому, что к ней Фермат сделал свое знаменитое 
добавление, по которому никакая степень, кроме 
квадрата, не может быть разложена на сумму двух 
степеней с тем же показателем. 

II, 23. 24. Найти два числа так, чтобы квадрат 
каждого из них, увеличенный (зад. 23) или умень¬ 
шенный (зад, 24) на сумму двух чисел, оставался пол¬ 
ным квадратом: (х2 ^ (х ~р у) = и2, у2 ± (х 4~ у) = ѵ2). 

III, 16. Найти три числа так, чтобы произведение 
двух из них, увеличенное квадратом третьего, было бы 
полным квадратом. 

(уі + х2 = и2, 2х у2 = ѵ2, ху у- г2 — ѵ/2). 

Диофант полагает первое число равным единице, 
а третье равным учетверенному второму, увеличен¬ 
ному на 4; тогда, говорил он, два из условий удо- 
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влетворОны и о .тается удовлетворить третьему. За¬ 
дача приводи? к уравнению: 1бх2 + 33х + 16 = 

9 328 
(4х—5/, откуда второе число равно а третье ^ ‘ 

Форм 'лы для решения этой задачи, хотя и не 
исчерпывающи* все решения, даны Эйлером. (Сот- 
тепі СоІІесіае И. р. 576). 

IV, 33. Разделить число 1 на два числа так, чтобы, 
прибавляя к каждому из них данное число и пе¬ 
ремножая таким образом полученныя числа, полу¬ 
чилось произведение, равное полному квадрату 
(х —!~ у 1, (х + а) (у+Ь)— и2). Диофант полагает 
а = 3, Ь = 5 и приводит задачу к решению урав¬ 
нения 72 х2 81 — полному квадрату. 

ІѴ, 45. Найти три числа так, чтобы разность между 
наибольшим и средним находилась в данном отноше¬ 
нии к р; зности между средним и наименьшим и 
чтобы в то же время сумма каждых двух чисел 
была по. іным квадратом: 

~ - а, у -{- г зе: и2, 2 - х ~ ѵ2, х2 -4- у2 \ѵ2. 

Диофа іт ведет свое исследование, положив л = -3 
и и = 2. 

V, 1. 2. Найти три числа, составляющие геомеы 
рическуп пропорцию так, чтобы каждое из них, 
увеличенное (зад. 2) или уменьшенное (зад. 1) не 
данное число, давало бы полный квадрат. 

(х г = у2, х гс а = и2, у а ~ ѵ2, г ц: а == \ѵ2). 
V, 3. 4. Найти три числа так, чтобы увеличивая 

или уменьшая как число так и произведение двух 
чисел на данное число, получался полный квадрат: 

х ± а ~ и2, у + а = ѵ2, г ;г; а = \ѵ2 
у2 + а— щ2, ххгі:а = ѵ1-> ху + а = 

V, 30. 31. Найти три квадратные числа так, чтобы 
суммч двух из них, увеличенная или уменьшенная 
на данное число, давада бы полный квадрат. 

(у2 _1- 22 -ь а = и2, г2 7 X2 ± а—ѵ2, х2 у2 4- а — да2). 



VII. Неопределенные уравнения 5-й и 4-й <етепе«и 

IV, б. К кубу и к квадрату прибавить один и 
тот же квадрат так, чтобы квадрат остался квад¬ 
ратом а куб—кубом (у3 ~р х2 = и3, г2 х2 ™ ѵ2). 

IV, 7. К кубу и к квадрату прибавить один и 
тот же квадрат так чтобы, куб сделался квадрата, 
а квадрат кубом (у3~р х2 = и2, 22~рХ2~ѵ3). 

IV, 29. Найти два числа так чтобы их произве¬ 
дение делалось кубом как по прибавлении, .ак и 
по вычитании их суммы: (ху (х -]- у)~1>3, ху — 
(X + у) = V3). 

V, 32. Найти три квадрата так, чтобы сумма их 
квадратов была также квадратом (х4 -{- у4 ~р24 = и2). 
Диофант решает задачу положивши, что у2 — 4, 
2- -= 9 и следовательно х1 Д- 97 = и2. 
Задачи восьмого отдела, посвященного вопросу 

о построении рациональных прямоу ольных тре¬ 
угольников, т.-е. о нахождении трех рациональных 
чисел х, у, 2 удовлетворяющих уравнению х2 + у2 = 
и сверх того дополнительным заданиям, находятся 
исключительно в 6-й книге и составляют ея содер¬ 
жание. Вот некоторые из задач отого типа. 

IV, 19. Найти прямоугольный треугольник, в ко¬ 
тором сумма площади и гипотенузы есть квадрат, 

а периметр - куб: ^~~ и2, х-'-у-;~-2-~=ѵ3.^ 

Решение, данное Диофантом, основывается на 
свойстве квадрата 5 обращаться в куб после сло¬ 
жения с числом 2. По этому поводу Фермат заме¬ 
чает, что он имеет неопровержимое доказательство, 
что из всех целых чисел только 5 имеет это свой¬ 
ство и прибавляет: способ Баше дает безчисленное 
множество дробей имеющих это свойство, но ни 
Баше, на какой-либо другой писатель мне извест¬ 
ный, не занимались учением о целых числах, не¬ 
обыкновенно прекрасным и трудным. Утверждение 
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Фермата о том, что уравнение х-4~2~у3 имеет 
единственное решение х — 5, у -3 доказано Эйле¬ 
ром в его Алгебре. 

VI, 24. Найти прямоугольный треугольник, в ко¬ 
тором периметр есть куб, а сумма периметра и 

площади— квадрат: (х | у -' г - --- и:!, у - (х у ! - 

+ г) = ѵ2). 

Таковы задачи, которые решаются в Арифметике. 
Что касается до решений, то прежде всего обра¬ 
тим внимание на то, что Диофант ставит себе 
целью найти рациональные решения и что поэтому 
название „анализ Диофантаприменяемое теперь 
к решению неопределенных уравнений в целых 
числах, не точно. Притом решения Диофанта суть 
положительные числа. Отрицательные решения, 
равно как и иррациональные не существуют и по¬ 
этому Диофант прибавляет к задачам часто доба¬ 
вочные условия, гарантирующие рациональные по¬ 
ложительные решения. Другой недостаток Диофанта 
с современной точки зрения заключается в том, 
что он не интересуется числом решений; найдя одно 
решение, он считает задачу решенною. Но эти 
недостатки Арифметики компенсируются богатством 
и разнообразием методов решения, тою виртуоз¬ 
ностью и остроумием, которые он проявляет в иска¬ 
нии наиболее подходящих к каждой задаче методов. 
При всем разнообразии методов можно однако 
выделить некоторые наиболее общие и чаще других 
применяемые. 
Так изучение решения весьма многих задач при¬ 

водит к следующей общей идее этих решений. 
Объясним ее в применении к неопределенным ура¬ 
внениям 2-ой степени. Эти уравнения всегда пред¬ 
ставляются у Диофанта в форме: 

(1) Ах 2 + Вх4-С = у2, при чем требуется, как 
мы знаем, найти для х и у рациональные значе- 
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ния. Очевидно, что если нам удастся выразить 
х и у двумя рациональными функциями от новых 
неизвестных іии так, что одна из этих неизвестных, 
например і будет рациональною функциею от другой, 
то задача решена, ибо тогда всякая дробь, взятая 
вместо и дает для 1: также рациональное число, а 
потому и х и у получают рациональные значения. 
Но подстановка вместо х и у рациональных функций 
от 1 и и в уравнение (1) обращает его в уравнение 
Р (1, и)--0, которое должно быть первой степени 
относительно і для того, чтобы і выражалось ра¬ 
ционально посредством и. Диофант и достигает этого 
двумя различными способами, 

1) Пусть а и Ь будут два рациональные числа тоже¬ 
ственно удовлетворяющие уравненно (1); полагая 

х -= а у Ьтіи, 
приводим уравнение к желательному виду т. к. в 
силу тожества Аа2 Ва -{- С = Ь2 уравнение (1) по 
сокращении на і будет относительно і первой сте¬ 
пени. В тех случаях, когда частное решение есть 
х = 0, у = Ь, искомая подстановка будет очевидно 
X = 1, у = Ш Ь и следовательно в результате ея 
1 т. е. х выражается рационально посредством и. 
Для упрощения можно прямо положить у =*» их 4* Ь 

и задача будет решена. Так, например, поступает 
Диофант при решении задачи IV, 33. (см. выше). 
Неопределенное уравнение 72 х2 92 = уг очевидно 
имеет частное решение х = 0, у = ^*г9 и поэтому 
подстановка у== их~{-9 решает вопрос. Диофант 
полагает и=8 и получает уравнение 72х2-{-81~ 
=64х2~[~144х ]~81, которое приводится к уравне¬ 
нию первой степени 8х=144 и дает х = 18. Та¬ 
ким же образом все уравнения как типа Ах2Ч~ 
-}-с2 = у2так и более общие Ах2 4- Вх 4- с2 = у2 ре¬ 
шаются полагая у == их^. с. 
Так например задача. II, 1/.: „найти два числа, 

находящиеся в данном отношении и обращающиеся 
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по прибавлении данного квадрата в квадрат", при 
водится если отношение есть 3, а прибавпяёмый- 
квадрат есть 9, к неопределенному уравнению 
Зх2-М8х-;-9~у2. Диофант решает его полагая 
У“2х— 3, т.-е. принимая и = 2. В 4-ой книге 9-ая 
задача сводится к задаче: найти два числа, отли¬ 
чающиеся на 1 так, чтобы разность их кубов была 
квадратом, т. е. к неопределенному уравнению: 
3 х2 -4~ 3 х + 1 = у2, которое решается полагая 
у = 1 — 2х т. е. полагая и — — 2. Задача IV, 45 
(см. выше) приводит к неопределенному уравнению 
Зх2~;-12х + 9™х2, которое решается тем же прие¬ 
мом. 

2) способ применяется Диофантом в том случае, 
если легко находится решение уравнения Ах2 = у2 
т. е. уравнения, получающегося сохраняя в уравнении. 

(1) Ах2ВхС ~у2 только члены высшей сте¬ 
пени. Пусть например Аа2 = Ь2, тогда полагая х = а*, 
у--М-р и приводим уравнение (1) к виду: 

Ваі — 2 Ыи — и2 С = 0, откуда і ™ ^іГ^Ва И вся“ 

кое рациональное значение и дает рациональные 
значения х и у. По этому способу решаются ура¬ 
внения типа: 
т2 х2 + С ~ у2 и более общие уравнения типа 

т2 х2 Вх 4- С — у2. 
Так как и в том и в другом случае х~1, 

у = іп, удовлетворяет уравнение ш2 х2 = у,2 то 
подстановка у — тх и решает задачу. Так напри¬ 
мер задача II, 29: „найти два квадрата так, чтобы их 
произведение по прибавлении того или другого 
числа оставалось квадратом": 
(х2 у2 х2 = и2,х2 у2 г у2 = V2), в которой Диофант 
принимает у = 1 и поэтому прежде всего ищет 
квадрат, который оставался бы квадратом по при¬ 
бавлении 1, приводится к решению уравнения хМ- 

Подстановка у.= х-4-и решает вопрос: 
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•х^ 'Ц* и .Диофант, каквсегда.принимаети == 2и 

получает х~ 4>В той же задаче встречается урав¬ 

нение 9х2-р9 — у2, решаемое полагая у —Зх —4. 
Задача IV, 17. Найти три числа, которых сумма 

есть квадрат так, чтобы квадрат каждого <по при¬ 
бавлении следующего числа оставался квадратом: 
(хі‘У + 2 = ^ х- ~р У = и2, у2-\~г = ѵ2, 22 х = \ѵ2) 
приводит к уравнению 10816 х2-]-221 -~~у2? которое 
решается, полагая у = 104х~К1. 
Задачи V, 3. 4 (см. выше) приводятся к уравне¬ 

ниям: 4 х2 1 - 28 х ~ ~ 34 = у2 и 4 х2 ~~ 4 х -ф-19 = у2. 
Так как то и другое уравнение по отбрасыванию 

членов степени ниже второй обращается в4х2 = у2, 
которое удовлетворяется, полагая х = 1,у —2, то 
оба уравнения решаются постановкою у = 2х—и. 
Диофант не ограничивается уравнениями Ях2ф-Вх~р 
-рС = у2. Мы уже указали, что многие из его задач 
приводят к неопределенным уравнениям третьей 
и четвертой степени (общее число таких задач 
равняется 31). Так например задача IV, 29 приво¬ 
дит к уравнению: (1) 9 х4 — 4х3 -{- 6х2 — 12 х -ф- 1 = у2. 
Полагая у=-3х2 — 6х ф-1, Диофант получает ура¬ 
внение, в котором отсутствуют члены с х1, х и сво¬ 
бодный член,—-а именно уравнение 32 х3 — 36 х2, 

что дает х=|-. Нессельман *)указал,чтоуравнение(1) 

есть частный случай уравнения типа а2 х4-ф-Вх3-ф* 
-|-Сх24-Дх"! е2 = у, которое может быть всегда 
приведено к виду \~х3 = Мх2 подстановкою у = +ах2 л 
-рих~|--е т. е. преобразованием х = 1:. у^ф-аі2'- 
-риі + е. В задаче V, 32. (см. выше) Диофант ре¬ 
шает уравнение х4 -}- 97 = у2, полагая у = х2 — 10, 
т. е. вводит снова квадратичное преобразование. 

*) ДІдеЬга сіег ОгіесЬеп 345. 
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Таким образом внимательное изучение методов 
Диофанта приводит нас к началу не только теории 
линейных преобразований (х = аі:, у = Ы:-{-и), но и 
теории преобразований более общих (х —і:, у = іи-[- 
-;~Ь; х = у -- а*2 -4- иі:-р е). Как мы увидим теория 
линейных преобразований двух переменных в общей 
формех=аі:-р|Зи, иу=уі:~{-ои, при целых коеффициен- 
тах а, р, 7, о, удовлетворяющих равенству *о—ре¬ 
шает общий вопрос о неопределенных уравнениях 
2-ой степени и в соответствующих преобразованиях 
Диофанта мы имеем начало теории бинарных квадра¬ 
тичных форм. 
Его квадратичные преобразования представляют 

начало другой еще более общей теории—теории 
преобразования уравнения: 
Р (х, у) = 0 в уравнение Ф (1, и) ~ 0 подстановками: 

х = т, (і, и) 
У = ❖ (*> и), 

при чем г, и -у суть рациональные функции. 
В задачах Диофанта уравнение Р (х, у) = 0 есть 

уравнение с рациональными коеффициентами и в 
подстановках коеффициенты суть также рациональ¬ 
ные числа. Поэтому если, как в выше приведенных 
примерах, можно найти рациональные подстановки, 
приводящие уравнение Р(х, у)"О к уравнению 
^ (і, и) =0 первой степени относительно то х и у 
выражаются рационально посредством и, и всякое 
рациональное значение и дает для х и у рацио¬ 
нальные числа т. е. достигается цель, которую 
имеет в виду Диофант. Но не трудно видеть, что 
ограничение коеффициентов как уравнения, так 
и преобразований рациональными числами может 
быть отброшено, коеффициенты могут быть какие 
угодно числа и тогда мы получаем исследования, 
имеющие громадное значение как в теории алге¬ 
браических функций и их интегралов, созданной 
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Риманном и Вейерштрассом, так и в теории кривых 
высших степеней. 

При рациональных преобразованиях не меняется 

род кривой (выражение 2'~ ^ - - г, где п 

есть степень уравнения, сі и г означают числа двой¬ 
ных точек и возврата кривой). Преобразования, 
дающие возможность выразить х и у рациональ¬ 
ными функциями одного параметра и возможны 
только для уникурсальных кривых (р =-0). Простей¬ 
шая из этих кривых есть круг, уравнение которого 
х2~{~у2 — а2. Применяя к задаче II, 8. разложить 
данный квадрат на два квадрата, т. е. к уравнению 
х24“У2 —а2 преобразование Диофанта: х = 
у = иі: а йаходим: 

2 аи а (и3 — 1) 
1) х— уп-ч; У— і И> придавая и произ¬ 

вольное рациональное значение, получаем беско¬ 
нечное множество решений задачи Диофанта. Но 
те-же уравнения: 

1) дают и параметрические уравнения уникур- 

сальной кривой круга. (Полагая и^іапд полу¬ 

чаем х = аСо$<?, у а 5іпа), т. е. частный случай 
униформизации посредством трансцедентной функ¬ 
ции, задачи, которая была в общем виде поставлена 
и решена Пуанкаре с помощью фуксовых функций. 
Так связывается начало алгебры и теории чисел, 
заложенное в великом сочинении Диофанта с наи¬ 
более глубокими математическими исследованиями 
настоящего. 

Вместе с тем читатель может уже представить 
себе разнообразие и интерес методов Диофанта, и 
наша цель будет достигнута, если примеры и ука¬ 
зания нами данные побудят его ближе познако¬ 
миться с сочинением, которое Лориа называет 
„орега Ье!!і2зіта ?га 1е Ьеііе сЬе Гапііса Сгесіа сі На 
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гедаіаіе". К сожалению бедность русской перевод¬ 
ной математической литературы лишает возмож¬ 
ности познакомиться с Диофантом, не прибегая к 
иностранным изданиям. 
Два вопроса невольно возникают после знаком¬ 

ства с таким эпоходелающим сочинением, как 
арифметика Диофанта. Кто мог быть предшествен¬ 
ником его в этих трудных и новых областях мате¬ 
матики или его арифметика есть ргоееБ зіпе таіге 
сгеаіа? Оставил ли он послѣ себя школу учени¬ 
ков и комментаторов? 
И тот и другой вопрос не получили до сих 

пор удовлетворительного решения. Особенно пер¬ 
вый вопрос является спорным. Итальянский мате¬ 
матик XVI столетия Бомбелли, приписав Дио¬ 
фанту схолии комментатора XIV столетия Максима 
Плануды, считал Диофанта учеником индусов. Позд- 
днейшие историки склонны считать Диофанта та¬ 
лантливым математиком, из работ своих предшест¬ 
венников составившим органическое целое, допо/: 
ненное собственными исследованиями. 
По отношению к первым двум книгам Диофанта, 

трактующим об рѣшении опредѣленных уравнений 
1 и 2 степ., это мнение можно считать доказанным. 
Решение квадратных уравнений в геометрической 
форме было известно уже Евклиду. 
Так называемая „Греческая Антология" содержит 

48 задач в стихах (арифметические эпшраммы), 
которые относятся к решению систем определен¬ 
ных уравнений с нѣсколькими неизвестными (за¬ 
дача о бассейне, задача о короне Герона, рѣшен¬ 
ная Архимедом, задача о возрасте Диофанта). Но 
до нас дошла только одна единственная задача, 
приводящаяся к решению неопределенного уравне¬ 
ния 2-й степени, „Задача о быках Солнца". 
В 1773 г. Лессинг нашел в одной немецкой би¬ 

блиотеке греческую эпиграмму в 44 стихах, заклю- 
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чающую задачу неопределенного анализа, которая, 
по словам рукописи, была предложена Архимедом 
в послании к Эратосфену александрийским геоме¬ 
трам. Задача требует вычислить чи.сло быков (от¬ 
сюда ее название—задача о быках) и коров Солнца, 
принадлежащих к четырем стадам различных ма¬ 
стей. Обозначим буквами К ѵ, 5, ^ — число быков 
белой, черной, рыжей и пестрой масти и буквами 
X', ѵ', \ь' - число коров тех же мастей. Эти числа 
должны прежде всего удовлетворить следующим 
семи уравнениям: 

1) Н1-ГЗ-) НЧ 

2) Ѵ==(ТГ5-) !*■! ’’ 

3) !А=(т4-т)>, + '' 

4) л' = ("З “Ьт) (ѵ "Г ѵ 

5) (Iх г !’■)> 

6) :х'-(у-і 4) <«■ --«')• 
7) :•х')' 
Решение этой системы уравнений не предста¬ 

вляет особенной трудности: оно приводит к выра¬ 
жению восьми неизвестных кратными одной и той же 
неопределенного числа х с коеффиаиентами, имею¬ 
щими от восьми до десяти цифр. Но рукопись до¬ 
бавляет еще два условия: 

8) X -]— ѵ должно быть квадратом. 
9) должно быть треугольным числом. 
И тогда решение задачи зависит от решения 

Пеллевского' уравнения, решение которого требует 
длиннейших вычислений. 
Задача о быках и вопрос о том, может ли она 
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быть приписана Архимеду, занимал многих немец¬ 
ких ученых, в том числе Клюгеля, Нессельмана *) 
и Гейберга. Ею интересовался, повидимому, и Гаусс. 
Последнее, повидимому, исчерпывающее изуче¬ 
ние задачи было произведено; филологом Крум- 
бигилем и математиком Амтором **). По Амтору 
задача сводится к решению уравнения Пелля 

Г- -2.37.11.29.353 и =-=1 
при условии, что и есть краткое число 2.4657. 
В числе быков Солнца должно быть 206545 цифр. 

Так как на странице таблицы логарифмов Каллета 
помещается только 2500 цифр, то, чтобы напеча¬ 
тать все 9 чисел, необходим том в 744 страницы. 
К какому времени относится эта задача? 
Можно ли приписать ее великому сиракузскому 

геометру, Псаммит которого имел целью показать, 
что самые громадные числа могут быть превзой- 
лены теми числами, которые он учит классифици¬ 
ровать? Число быков солнца далеко еще от пре¬ 
дела первого периода Псаммита, т.-е. числа 

І08ОО 000 000 

Нессельман, основываясь на том, что треуголь¬ 
ные числа встречаются впервые у Никомаха, счи¬ 
тал условия (8) и (9) припискою позднего времени 
и категорически отрицал принадлежность задачи 
Архимеду. Таннери и Лориа склонны, повидимому 
допустить последнее. 
Спорным остается таким образом вопрос о пред¬ 

шественниках Диофанта в греческой математике. 
Нельзя считать также окончательно решенным в 
отрицательную сторону вопрос о влиянии Индии, 
в которой громадные числа привлекали издавна 
внимание мыслителей, на греческую мысль. Мы 

*) АІдеЬга сіег ОгіесЬеп. 5. 481 и след. 
**) 2еіі$сЪгі1і Шг МаіЬетаіік ипсі РЬузік. Ні$іогі$сЫііега- 

гізсНе АЫНеіІипг і XXV. 1880. 
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возвратимся к этому вопросу в следующей главе, 
посвященной индийской математике, и перейдем 
теперь к вопросу о влиянии Диофанта на развитие 
математики в ближайшее к нему время. И в этом 
вопросе для решения мы имеем мало данных. 
Жил ли Диофант в 3-м или 4-м столетии, во всяком 
случае блестящее время греческой мысли и ее 
александрийского периода подходило к концу. На¬ 
двигалось средневековье с его пренебрежительным 
отношением к научному знанию. „Сгесіо ^и\г^ 
аЬзипЗит" становилось лозунгом для мыслителей. 
И поистине поразительным является тот факт, что 
талантливая язычница, перед чарующею личностью 
которой склонялись даже христианские епископы, 
растерзанная фанатическою толпЪю египетских мо¬ 
нахов на улицах Александрии в. 415 г., была почти 
единственным известным нам комментатором Дио¬ 
фанта *). 

V. 

Индусы. 

Вопрос о древности и степени самостоятельности 
индийской цивилизации представляется до сих пор 
столь же спорным, как и аналогичный вопрос для 

'•) До нас дошло, к сожалению, мало сведений об этой 
замечательной женщине. Лучшие научные исследования о 
ней принадлежат НосНе (РЬіІоІодиз Т. XV. 1860. 435—474) и 
Відопе (Ірагіа Яіеззапсігіпа, зШсІіо зіогісо) (ЯШ сіе! К. Ізі. 
Ѵепеіо. VI. Зегіе і. V. 1887). Личность Гипатии со времени 
английского рационалиста Толанда привлекала к себе вни¬ 
мание свободных мыслителей Европы. Прекрасный роман 
английского социалиста Кингслея (переведен на русском 
языке) способствовал распространению славы ее имени, но 
многое еще нужно сделать и это лежит на обязанности 
женшин-математиков Европы и Америки. Почин к этому 
предполагалось положить в 1915 г., когда прошло 15 сто¬ 
летий после трагической кончины Гипатии, но великая 
война помешала этому. 
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Китая» Сочинения богословско-геометрического ха¬ 
рактера —* Сульвасутры (правила для постройки 
алтарей божествам), которые санскритологами 
относятся к 8-му веку до Р. X. заставляют думать, 
что теорема Пифагора была уже в это время известна 
индийским жрецам. Основываясь на этом, многие 
ученые считают несомненным влияние Индии на 
Пифагора, указывая и на другие черты сходства 
между учением Пифагора и учением браминов (ме¬ 
темпсихоз, запрещениеупотребления в пишу бобов *). 
К еще более раннему периоду относится тот инте¬ 
рес к громадным числам, который составляет одну 
из характерных черт индийской литературы раз¬ 
личных периодов* и приводит к мысли об индий¬ 
ском влиянии на Псаммит Архимеда. Если в Риг- 
Веде (1200—1100 до Р. X.) наибольшее встречаю¬ 
щееся число есть 100.000, то в более поздних 
произведениях индийской письменности мы встре¬ 
чаем особые имена для громадных чисел до 10 бил¬ 
лионов (Ягур-веда) или до 1017 (Магабгарата). Су¬ 
ществуют особые имена и для дробей с числителем 
1 и с знаменателями весьма большими (например, 
154 30). В одной из легенд о Будде говорится о 
том, что он знал названия чисел до 1054. 
Если влияние индийской науки и философии на 

греческую мысль б—3 столетий является еще не 
вполне доказанным, то почти несомненною пред¬ 
ставляется возможность культурного взаимодействия 
Индии и Греции в следующий затем период. После 
похода Александра Македонского в Индию греко- 
бактрийское государство служило проводником этого 
взаимодействия. Войска царя Канишки бились за 
Марка Антония против Юлия Цезаря под Акциумом 
индийские посольства являлись в дворцах Августа’ 

*) В особенности ЗсЬгоесІег. Ру*Ьадога5 ипсі сііе Іпгііег. 
І_еір2ід, 1884. 



Трояна, Юлиана. Сношения Индии с Западом могли 
иметь влияние и на науку в Индии и на алексан¬ 
дрийскую научную школу. Спорным является вопрос 
о древности арифметической рукописи, найденной 
в 1881 г. в северо-западной Индии (Бакшали) и 
относимой одними к началу нашей эры, другими 
к 3-му или 4-му столетию после Р. X. В рукописи 
помещено несколько задач типа задач „арифметики" 
Диофанта, например задача — найти число, которое 
и при сложении с 5, и при вычете из него 11, да¬ 
вало бы полный квадрат. От того или другого 
определения, с одной стороны древности этого ману¬ 
скрипта, с другой стороны времени жизни Диофанта, 
зависит решение вопроса, арифметика ли Диофанта, 
проникшая в Индию, послужила толчком к таким 
задачам или же Александриец Диофант был при¬ 
веден к своим замечательным исследованиям до¬ 
шедшими до него индийскими задачами. К этому 
последнему решению склонялся Ганкель в его вдум¬ 
чивых исторических очерках *)»вто время как Кантор, 
настаивая на самостоятельности развития арифме¬ 
тических и алгебраических понятий от Евклида и 
Архимеда, неопифагорейиев и Диофанта, держится 
первого взгляда. 
Сомнительность вопросов, касающихся хронологии 

как политической, так и культурной истории Индо¬ 
стана, отсутствие точных сведений о сношениях Индии 
с западом, оставляет нерешенными многие интерес¬ 
ные вопросы, касающиеся математики в Индии до 
5-го столетия после Р. X. Большие сведения имеем 
мы о позднейшем периоде. До нас дошли сочине¬ 
ния трех математиков—астрономов Индии: Ариаб- 
хатта (род. 476 после Р. X.) оставил сочинение Ариаб- 
хаттиам, которого третий отпел посвящен матема- 

*) Напкеі. 2иг Ое$сЫсЫе сіег МаІЬетаіік іт АІіегіЬит ипсі 
МіЙеІаііеі Ьеірг, 1874 5 204. 



тике*). Брамагупта ь,:) (род. 598) написал книгу „Усо¬ 
вершенствованная системы Брамы: „ВгаНта— 
зрЬиІа—зісІсІЬапІа", в котором две главы относятся 
к математике; и наконец ученому 12-го столетия 
Бхаскар-Ачарии (род. 1114) принадлежит сочинение 
„Венец системы'4, ЗісІсІНасіІапготапі, две главы ко¬ 
торого, весьма важные для истории математики, 
носят заглавия Лилавати (прекрасная) и Вияганита 
(исчисление корней). Одну из особенностей индий* 
ских математических сочинений составляет их стиль, 
резко отличающийся от строгого стиля Евклида или 
Архимеда. Лилавати—Бхаскары начинается словами: 
„Радость и счастие в дом мире ожидает тех, кто 
воспримет „Прекрасную'4; члены ее украшены чуд¬ 
ным отношением вещей, их разнообразием и деле¬ 
нием; точны и полны ее решения и изящен ее 
язык". Такому поэтическому отношению к науке 
соответствует и поэтическая форма, в которой изла* 
гались задачи. Приведем два примера: „Корень 
квадратный из половины пчелиного роя вылетел 
из куста жасмина, восемь девятых всею роя оста¬ 
лось в улье; самка летает около самца, привлечен¬ 
ного ночным благоуханием цвета лотоса. Спраши¬ 
вается, сколь пчел в рое“? или „среди сражения 
яростный Арьюна схватил стрелы, чтобы убить Карну. 
Половина стрел пошла на собственную защиту, 
учетверенный квадратный корень попало в лошадей, 
б стрел попало в возницу, три расщепили солнеч¬ 
ный зонт и знамя и наконец последняя-—последняя 
пронзила голову Карны. Спрашивается, сколько 

‘стрел было у Арьюны?" Наконец еще один пример, 

"Й Французский перевод сделан Коііеі и помещен в Лоигпаі 
Дзіаіщие за 1879 Зёгіе 7, і. XIII). 

*") Математические главы Ьрамагупты и Бхаскары -Ягарии 
переведены и изданы на английском языке Колебруком: 
АІдеЬга хѵііН ДгіІІттеііс апб тепзигаііоп (гот ІЛе Запзсгіі о( 
ВгаЛтедирІа апсі ВЛазсага. Ьопсіоп, 1817. 



напоминающий современную тенденцию пользе- 
ваться математикою для проведения здравых со¬ 
циальных понятий и знаний в политической экономии: 
„Если шестнадцати летняя рабыня стоила 32 нишки, 
сколько стоит двадцатилетняя". 
Этому поэтическому стилю так резко отличаю¬ 

щемуся от строго-логического, недопускающего ни¬ 
каких отступлений и внешних прикрас, стиля гре¬ 
ческих классиков *) соответствует и иное отношение 
к точности и определенности основных математи¬ 
ческих понятий. Мы говорили выше, что греческие 
ученые, желая достигнуть наивозможно большей 
строгости и избегнуть всех возможных возражений 
со стороны софистов резко отделяли учение о 
числах от учения о величинах. Так Евклид дал в 
X книге „Начал" геометрическую форму теоремам 
учения об иррациональностях 2-ой степени или при¬ 
водящихся к ним; так Диофант прилагал свои „Опре¬ 
деления" т.-е. правила алгебраических операций 
исключительно к рациональным числам. Напротив 
индусские математики оперировали одинаково над 
рациональными числами и иррациональностями и 
зналина пример, что 

V Ю+Ѵ24-Г V 4СГ ■ "60 | 2 Г 3 - У 5. 
Этим они уже пролагали путь к тому обоб¬ 

щению понятия о числе, которое составляет 
характеристическую черту новейшей математики, 
В другом вопросе они пошли также гораздо 
дальше Диофанта. В то время как Диофант отбра¬ 
сывал все те решения своих задач, которые выра¬ 
жаются отрицательными числами, и дает вместо пра¬ 
вила действия над отрицательными числами правило 
действия над разностями, индусские математики ин¬ 
терпретируют отрицательные числа, противополагая 

") Резкое исключение составляют задачи в стихах „грече¬ 
ской антологии4*. 



Ьо/п (гіпа) имуществу (сІЬапа). Уже у Ариабхатты 
мы находим задачу о курьерах и индусским мате¬ 
матикам не чужда идея интерпретации положитель¬ 
ных и отрицательных чисел движениями в двух 
противоположных направлениях. 
Индусские математики пошли несколько дальше 

Диофанта и в решении уравнений. Хотя и у Диофанта 
мы имеем задачи, сводящиеся к уравнениям третьей 
степени, у Бхаскары Ачарии мы находим новые и 
весьма остроумные приемы решения уравнений 
высших степеней. Так уравнение 

х1 — 2 (х- -ѵ 200 х) =- 9999 он решает при* 
бавляя к обеим частям 4х2 400х 1. 
Из получающегося таким образом уравнения 

(х2 - 1)* -- (2х~'--100)2 легко получается х = П. 
Давши это решение, индусский математик приба¬ 
вляет: „тут нужна была догадливость". Но еще 
важнее успехи индусов в теории целых чисел. 
Именно индусские математики первые стали искать 
целые решения неопределенных уравнений, в то 
время как решения, данные Диофантом, выра¬ 
жаются рациональными числами. Причина этого 
коренного различия легко объяснима: все три вы¬ 
дающиеся индийские математика были в то же время 
астрономами и даже прежде всего астрономами; 
математические главы занимают сравнительно не¬ 
большое место в их астрономических сочинениях, 
в которых напротив большое внимание уделено 
вопросам хронологии, календаря и важному для 
астрологических целей вопросу о периодах совпа¬ 
дения одинаковых относительных положений Солнца, 
Луны и планет. Во всех этих вопросах необходимо 
разыскание целых чисел. Из Индии несомненно в: - 
дет свое начало учение о Пасхалии, которое имело 
такое большое значение и которое сводится к ре¬ 
шению задачи о нахождении целого числа, которое 
при делении на данные числа дало данные остатки, 
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Гаусс в своих ОізяиізШопез и Лобачевский в своей 
алгебре остановились на этом вопросе. 
У индусских математиков мы находим поэтому 

впервые методъ решения уравнения ах Ьу—с в 
целых числах, основаный на сведении его к урав¬ 
нению с меньшими коеффициентами. Метод этот, 
который в Европе был повидимому самостоятельно 
найден в 1624 г. французским математиком Баше 
де Мезириаком, носил у индийцев название метода 
распыления, очевидно потому, что решение уравне¬ 
ния сводится на решение уравнений с уменьшаю¬ 
щимися коеффициентами до тех пор, пока не по¬ 
лучается уравнение с коеффиииентом при одной 
из неизвестных, равными 1. Индийские математики 
с успехом занимались также решением неопреде¬ 
ленных уравнений вида ах- - - Ь — су- и ху ~- 

ахф-Ъу с. Для решения уравнений первого 
вида ими изобретена была особая метода, носящая 
название круговой или циклической, которая сво¬ 
дила решение уравнения ах-' - Ь ---су2 к реше¬ 
нию уравнения того же вида, но с меньшими коеф¬ 
фициентами. Подстановки* которые при этом де¬ 
лаются, показывают знакомство с основаниями той 
теории, которая носит теперь название теории квад¬ 
ратичных вычетов; но доказательства теорем отсут¬ 
ствуют. Только Лагранж в своей первой работе по 
теории чисел дал вполне строгую теорию решения 
как уравнения ах2 Ь — суѵ так и особенно важ¬ 
наго уравнения ах2 - 1 - у2, решение которого имеет 
значение и для решения более обшего уравнения. 
Нельзя не пожалеть, что наши сведения об исто¬ 

рии математических знаний в Индии очень скудны* 
Может быть нам остаются неизвестными многие 

достижения талантливой расы, о любви которой к 
числам и задачам мы имеем яркие доказательства 
и свидетельства, „Как Солнце своим блеском затем¬ 
няет звезды, так мудрец превзойдет всех, если он 
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в народном собрании предложит задачи и искусно 
решит их\ говорит один индийский писатель 7-го 
столетия. 
Работы математиков Индии сделались известны 

математикам Европы только в конце первой чет¬ 
верти XIX столетия, когда они могли после работ 
Лагранжа и Гаусса представить только историче¬ 
ский интерес. Спорным,' как мы говорили, является 
вопрос о взаимодействии индийской и греческой 
математики. Не подлежит напротив никакому со¬ 
мнению, что индийская литература, индийская архи¬ 
тектура, индийская наука имели громадное влияние 
на арабов,—-кочевой народ, который в 7 и 8 веках 
выступил на арену истории и сыграл большую 
роль в истории цивилизации. К арабам и к их роли 
в истории чисел мы теперь и переходим. Она и 
заключалась между прочим в синтезе индийской и 
греческой математики. 

VI 

От Диофанта до Фермата. 

Между началом \Лго столетия, когда Гипатия ком¬ 
ментировала в Александрии Диофанта и нача¬ 
лом ХѴІі-го столетия, когда французский юрист и ге¬ 
ниальный математик Фермат писал в Тулузе, на по¬ 
лях издания Диофанта, свои знаменитые „ОЬзегѵа* 
ііопез" и посылал математикам Англии и Бельгии 
для доказательства теоремы арифметики, прошло 
двенадцать столетий и за все эти двенадцать сто* 
летий область математики., связанная с именами 
Диофанта и Фермата, не сделала почти никаких 
прямых успехов. Но для математики в ея целом 
только первые четыре столетия после разгрома 
научных центров греческой мысли Александрии и 
Афин являются периодом полного застоя. Начало 
восьмого столетия составляет эпоху в истории мате- 
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матики. Преемник фанатика магометанина Омара, 
довершившего в 640 г. после взятия Александрии цело 
уничтожения бесценных творений греческого гения, 
начатое фанатиками—христианскими монахами, ха¬ 
лиф Альманзор (734—775) переносит свою столицу 
в Багдад и междуречье Тигра и Евфрата стано¬ 
вится снова как за 20 веков перед тем центром 
культуры. При нем и его просвещенных преемни¬ 
ках халифах Гарун-Аррашиде (786—809) и Альма- 
муне (813—833) в Багдаде и Басре идет интенсив- 
ная работа по собиранию греческих сочинений и 
их переводу на арабский язык. Позже на другом 
конце территории подпавшей под арабское поли¬ 
тическое влияние в Испанской Кордове халифы 
Абд-Аррахман и Аль-Гакам собирают библиотеку 
в 600.000 томов, каталог которой в 44 тома облег¬ 
чал пользование книгами. У западных арабов также 
как и у восточных шла работа переводов и усвое¬ 
ния греческих классиков. Главою математической 
западно-арабской школы повидимому является Аль- 
мадшрити, автор полуматематического, полумисти- 
ческого сочинения ,.0 деле мудрости". 
Арабские ученые Багдада и Кордовы не ограни¬ 

чились изучением и переводами греческих книг. 
Во многих областях знания как и в метафизике они 
пошли самостоятельны?! путем (как интересная фи¬ 
лософская школа ..Мутакаллимун", утверждавшая, 
что время состоит из атомов) и пошли дальше 
своих учителей, В особенности развитие науки о 
решении определенных уравнений, которая и теперь 
носит арабское имя, многим обязана талантливому, 
но слишком короткое время послужившему чело¬ 
веческой цивилизации народу. „АІ деЬг \дГа1 тика- 
Ьаіа"—таково заглавие сочинения написанного по 
приказинию халифа Альмамуна в 820 г. Мохаммедом 
бен Муза аі Ноѵагегті (т.-е. родом из Ховарезма — 
современной Хивы). Оба выражения которыми Мо- 
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хаммед обозначает свое искусство решать задачи, 
относятся к двум простейшим операциям над ура¬ 
внениями: „альгебр“ (от слова даЬаг восстановлятьр) 
гез^аигаге) означает „дополнение отрицания т.-е. 
перенос отрицательного члена уравнения в другую 
часть; „аль мукабала*1 (сравнение, оррозійо) обозна¬ 
чает соеаинение подобных членов обеих частей 
друг с другом. 
Из уравнения х- 7х ■ 1 - 1 Ох аі деЪг произво¬ 

дит х* — 7х 1 Ох -1, и из последнего аі тика- 
Ьа!а делает х- - Зх I. 
Подобно термину и другой математиче¬ 

ский термин а.иорчфм находит свое обьяснение в 
прозвище Мохаммеда Мльховарезми. Латинский пе¬ 
ревод его сочинения об искусстве счета начинался 
непонятными словами: „ОіхіТ МІдогійтИ, и поэтому 
самое искусство счета стали называть алгорифмом, 
лиц же, употреблявших арабские методы—алгорифм 
миками. Название МІдсгііЬітшз или М1догі$те$ но¬ 
сили многие сочинения по арифметике и алгебре 
XIII—XV столетия (Зогйапиз Гіетогагіиз, ЗасгоЬозйэ, 
РеигЬасЬ (1423—1461), 
Уже в ХНІ столетии стали подыскивать самые 

разнообразные объяснения этого таинственного 
слова, то составляя его из греческих слов, то вы¬ 
думывая мифические личности короля Яльгора или 
философа Мльгуса. Только в 1857 г. открытая в 
библиотеке Кембриджского Университета рукопись 
доказала неоспоримо, что Мідогійтті есть испорчен¬ 
ное „ Мл ьхоеа резни 
Сочинения Мохаммеда, имеющие весьма большое 

значение для истории алгебры (отметим, например 
что наравне с операциями сложения, вычитания 
умножения и деления фигурируют как отдельные 

'*) Отсюда в Испании аІдеЬгізіа означало хирурга Юоп 
Оиіхоіе Рагіе ІИ. X. Ѵр 



операции удвоение и деление на два. —Рассматри¬ 
вание этих двух операций, как самостоятельных, 
(удержалось и в западной Европе до XV столетия), 
представляют мало интересного для учения о числе. 
Отметим только проверку правильности счета по¬ 
средством числа 9 ■). 
Мухаммед Альховаризми открывает собою ряд 

замечательных арабских ученых, переводчиков и 
самостоятельных исследователей. Их переводы и ис¬ 
следования оказали впоследствии громадное влияние 
на развитие математической науки в западной 
Европе. Из них выделяются прежде всего Табит— 
Ион—Курра (836—901), переводчик Евклида, Архи¬ 
меда, Аполлония и Аб’уль Вафа, переводчик Дио¬ 
фанта. В сочинение Табита впервые появляется фор¬ 
мула для составления дружественных чисел. Выше 
упомянутый математик и мистик Альмадирити со¬ 
ветовал употреблять бумажки с числами 220 и 284 
для привораживания ,любимой особы; одну должен 
проглотить привораживающий, другую - - стропти¬ 
вая. Талисманами служили и магические квадраты 
и поэтому составление их было одною .из любимых 
тем арабской математики. К магическому квадрату 
Феона из чисел до 9 они добавили квадраты из 
чисел до 16, 25, 36 и занимались составлением ква¬ 
дратов из чисел до 49, 64 и 81. 
Изучались, комментировались и развивались далее 

и исследования Диофанта. До нас, к сожалению, не 
дошелъ Комментарий Абдуль Вафы, который, судя 
по его работам в геометрии и в тригонометрии, 
как плоской, такъ и сферической, представлял 
большой интересъ. К концу 10-го столетия от¬ 
носится также анонимная рукопись о рациональ¬ 
ных прямоугольных треугольниках, в которой встре- 

Алгебра Мохаммеда издана вместе с английским пере¬ 
водом Розеном—в Лондоне в 1831г. 



чается также задача о нахождении трех квадратов, 
составляющих арифметическую прогрессию. О ма¬ 
тематике Альходжанди, жившем также в конце 
10 го столетия и подобно Абдуль Вафе давшем до¬ 
казательство одной из важнейших теорем сфери¬ 
ческой тригонометрии (пропорциональность синусов 
углов и сторон треугольников) известно, что он 
пытался доказать теорему, что сумма двух кубов не 
может быть кубом (простейший частный случай 
знаменитой последней теоремы Фермата). Известный 
врач и натуралист ІЬп 5епа (Авиценна) дал теор-мы, 
относящиеся к теории квадратичных и кубичных 
вычетов. В начале XI столетия два арабских мате* 
матика Альнасави и Алькарчи занимались арифме¬ 
тикою—один под влиянием индийской математики, 
другой — придерживаясь преимущественно грече¬ 
ских классиков. Особенный интерес представляет 
трактат по алгебре, написанный Алькарчи и но¬ 
сящий заглавие Альфахри. Альфахри состоит из 
двух отделов; один заключает в себе учение об 
алгебраических вычислениях и решение определен¬ 
ных и неопределенных уравнений; второй пред* 
ставляет собрание задач. В обоих отделах Алькарчи 
следует во многом по следам Диофанта, часто 
упоминая его имя, но мы находим у него и некоторые 
новые результаты, не встречающиеся в греческих 
сочинениях, например, формулы для суммы кубов 
и четвертых степеней натуральных чисел (формула 
для суммы квадратов была употреблена Архимедом 
для квадратуры спирали, носящей его имя). Аль¬ 
карчи усовершенствовал символизм Диофанта, вводя 
различные знаки для различных неизвестных, дал 
более полные правила для действий над выраже¬ 
ниями. в которые входит неизвестная и рассматривал 
новые типы неопределенных уравнений, не встре¬ 
чающиеся у Діофанта. Например, он решает уравне¬ 
ния у2^хзЛ-ах2, 22«=х34~Ьх2, полагая у=тх, г==пх, 



получая *«т?— а Ъ, гт гп*. и п3 суть произ¬ 
вольные квадратные числа, отличающиеся друг от 
друга На число Ь—а. Об значении Алькарчи в 
истории развития понятия о числе мы скажем 
дальше. 
Последним видным арабским алгебраиком и ариф¬ 

метиком был Омар Алхаями, живший во второй 
половине XI столетия (ф 1123 *) и пользовавшийся 
славою ученого и поэта. В его алгебре мы находим 
начало систематического изучения кубических ура¬ 
внений и вычисление коеффициентов степени бинома 
с приложением к извлечению козней не только 
второй и третьей, но и высших степеней. 
Средина XI столетия была эпохою блестящего 

расцвета арабской культуры, но вместе с тем и 
началом ее упадка. В 1050 г. Багдад, который 
вместе с $воею пристанью Аль-Басрою в течение 
трех столетий был преемником Александрии, цен¬ 
тром научной мыспи, перешел из власти арабских 
халифов под власть соплеменников наших кирги¬ 
зов—турок из \ ода Сельджука. Этот переход был 
первым ударом нанесенным арабской культуре, но 
тем не менее к концу XI столетия, к началу Кре¬ 
стовых походов, арабы были несомненно наиболее 
просвещенным народом, далеко превосходя в этом 
отношнии своих христианских врагов* Еще до 
начала Крестовых походов арабское влияние про¬ 
никло на Запад* Оно несомненно отразилось и 
на математических сочинениях Герберта (Папы 
Сильвестра II ф 1003) **), который по словам одного 

•) Ядгебра Омара Йлхалми переведена на французский 
язык и издана в 1851 известным исследователем арабской 
математики. Вепке. 

**) Труды Герберта были предметом обстоятельного из¬ 
учения проф. Киевского Университета Бубнова. 
См. также ГДсо!. ВиЬгѵоѵ. ОегЬеПі Орега таіЬегвайса 

бегііп 18Ш, 

і 



из его биографов „ради приобретения мудрости* 
жил в Кордове, хотя Герберт и является главой 
школы абацистов, употреблявших доску с колоннами 
(абакус) в то время как алгорифмики вводили си¬ 
стему положения с употреблением нуля. С арабского 
языка в первый раз был переведен Евклид на ла¬ 
тинский английским монахом Ательгартом Батким 
около 1120 г. 
Крестовые походы имели громадное влияние на 

обе столкнувшиясе и в течение более двух сто¬ 
летий боровшиеся стороны. 
Они ослабили арабский народ и подчинили его 

более воинственным племенам, туркам и монголам. 
С другой стороны они усилили арабское влияние 
на христианский Запад. „Не только хлопок и сахар 
Палестины, перец и черное дерево Египта, самоцвет¬ 
ные камни и пряности Индии ишет и пенит он у своего 
иноверного соседа. Он начинает разбираться в том 
культурном наследстве великого античного Востока, 
которого хранителем и передатчиком стал сараиин. 
Открывающийся мир не мог не ослепить своими 
красками, не подчинить своему обаянию мысль, 
пробужденную необычайными потрясениями... и все 
шире становится в западном обществе спрос на 
арабские географические карты, учебники алгебры 
и астрономии, глубже понимание красоты араб¬ 
ского зодчества, очарования арабской сказки и 
смысла „арабского Аристотеля4* 
Одною из интереснейших личностей эпохи кре¬ 

стовых походов, предвестницы эпохи Возрождения, 
был несомненно император Фридрих II Гогенштау- 
фен, (*г 1250 г.) ученик сицилийских арабов, по¬ 
клонник арабской культуры, вольнодумец, которому 

*) Эта цитата взяіа нами из интересной книги проф. О. Л. 
Добиаш-Рождестве некой: „Эпоха крестовых походов*', Петро¬ 
град 1918. 
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приписывалось сочинение „О трех обманщиках'" 
(Моисее, Христе и Магомете). При его дворце в 
Пизе жил и работал величайший из европейских 
математиков средних веков, Леонардо Пизанский или 
Леонардо Фибоначчи, сын Боначчи, пизанского 
купца, торговавшего в одной из факторий, основан¬ 
ных итальянцами на северном побережье Африки, 
сам много путешествовавший. Но его жизнь нам 
мало известна: неизвестен и год его рождения и 
год его жизни. Мориц Кантор, называя его бле¬ 
стящим метеором, промелькнувшим на темном фоне 
западно-европейского средневековья, высказывает 
предположение, что он погиб или во время ѴЧо 
Крестового похода, начавшегося в 1228 г. сопро¬ 
вождая Фридриха II или во время гражданской 
войны между Гвельфами и Гибеллинами, к партии 
которых он принадлежал подобно автору Оіѵіпа 
Сотгпесііа Данте (1265-1321), трактат которого 
„ОеМопагсЫа" является оправданием Гибеллинизма. 
Важнейшие сочинения Леонардо дошедшие до нас: 
Убег АЬасі, ЫЬег яиаеІгаі:огит, Ргасііса деотеігіае 
и Р1о$. Для теории чисел особенный интерес пред¬ 
ставляют два первые сочинения. УЬег аЬасі, вы¬ 
шедший при жизни Леонардо в двух изданиях в 
1202 и 1228 г., разделяется на 15 отделов, которые 
последовательно трактуют: о новых знаках индусов 
и как с их помощью изображать числа (1), о 
умножении, сложении, вычитании и делении чисел 
(отделы 2 -- 5) об умножении, сложении, вы¬ 
читании и делении чисел с дробями (6 — 7), о на¬ 
хождении цен товаров и об их обмене, правиле 
товарищества и о правиле еІсНаіауп (двойное лож¬ 
ное положение (8—13), о нахождении квадратных и 
кубичных корней (14), и, наконец, о правилах, от¬ 
носящихся к геометрии и о задачах алгебры и ад- 
мукабалы (15). Для нашей цели особенный интерес 
представляет 12-й отдел, посвященный „многим 



разнообразным (точнее блуждающим — еггаЫсиз) 
задачам. Этот отдел занимает почти третью часть 
сочинения и повидимому ему Леонардо придавал 
наибольшее значение и в нем проявил наибольшую 
оригинальность. В этом отделе мы находим задачи, 
сводящиеся к сложению членов арифметической про¬ 
грессии и формулу для суммы квадратов последова¬ 
тельных натуральных чисел. Из числа задач три за¬ 
дачи представляют интерес по разным причинам. 
Одна из них приводится к неопределенному уравне¬ 
нию и Леонардо решил ее остроумным приемом. 5 лиц 
А, В, С, О, Е хотели купить корабль сообща. Каждый 
может это сделать если четыре другие лица дадут 
ему часть своего состояния, а именно для этого А 

13 о 401 п 799 341 
должен получить у5, В... ^ С... ^ и... ^ и, на- 

Е326 
... состояния четырех остальных. 

Вторая интересна в историческом отношении и 
носит имя задачи о семи старухах. Старухи идут в 
Рим, каждая имеет 7 мулов, каждый мул несет 
7 мешков, в каждом мешке лежит 7, хлебов; у 
каждого хлеба лежит 7 ножей, каждый нож на¬ 
режет 7 локтей. Какого общее число всего лере* 
именованного? Не только задача, но и способ реше¬ 
ния тождественны с задачею, встречающеюся в папи¬ 
русе Ринда (см. гл. 1). Через три тысячи лет после 
египетских школьников предлагалась эта задача в 
Итальянской школе. Наконец, третья задача—за¬ 
дача о кроликак, —приводит к замечательному ряду 
целых чисел и ее решение есть первый пример 
интегрирования уравнения в конечных разностях. 
В задаче кроликов требуется определить, сколько 

пар кроликов родится по истечении одного года от 
одной пары. Предполагается, что каждая пара 
кроликов ежемесячно рождает новую пару, которая 
начиная со второго месяца уже способна к дето¬ 
рождению (ни один кролик не умирает). Через месяц 



будет уже две пары, через два—прибавилась третья 
от первой, и к концу второго месяца имеется 3 пары, 
к концу третьего месяца—прибавятся уже две пары 
(от первой и второй) и будет уже 5 пар, к концу 
четвертого 8, к концу пятого 11... Числа образуются 
по закону ип+і = С1п 4- Сіп-і и ряд, полученый Фи¬ 
боначчи, есть первый возвратный ряд, встречаю¬ 
щийся в математическом сочинении. Ряд Фибоначчи 
есть частный случай ряда целых чисел, получаю¬ 
щегося при решении уравнении вида СІп-і—аС1и •+ 
-г-Ьііп і при а и Ь целых, и подобно общему ряду 
имеет замечательные свойства, на которых мы 
будем иметь случай остановиться. Он встречается 
также при решении вопроса об определении наи¬ 
большего числа делений, которое может понадо¬ 
биться при нахождении общего наибольшего дели¬ 
теля по алгорифму Евклида; этим вопросом интере¬ 
совались Ламе и Вине. 

Сочинения: УЬег циабгаіогит и Поз обязаны 
своим появлением ученому турниру при дворе 
Фридриха II. Придворные философы императора 
магистр Иоанн из Палермо и магистр Феодор пред¬ 
ложили Леонардо ряд задач, в том числе две отно¬ 
сящиеся к типу задач Диофанта. Одна из них, 
встречающаяся у арабских математиков, требует 
найти три квадрата, составляющие,арифметическую 
прогрессию, при чем разность прогрессии наперед 
задана. При решении, Леонардо исходит о г теоремы, 
по которой каждое квадратное число есть сумма 
последовательных нечетных чисел и из остроумно 
выведенных им формул для суммировании четных 
и нечетных квадратов. В другой задаче требуется 
найти три числа х, у, г так, чтоб суммы х - -у -' - г ф х-, 
х -1 - у г у-, х -ру 2- -г- были бы квадраты ра- 

0 Желающих ближе познакомится с работами Леонардо 
Фибоначчи отсылаем к сочинению Вопсотрадпі: Іпіогпо 
асі аіпгпе ореге сГі Деопагсіо Рі$апо,Кота 1854. 
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циональных чисел. Каки у Диофанта, решения, на¬ 
ходимые Леонардо—суть рациональные числа. 
Сочинения ученого пизанского купца были на¬ 

столько выше уровня математических знаний даже 
ученых того времени, что их влияние на матема¬ 
тическую литературу становится заметным только 
через два столетия после его смерти в конце 
XV века, когда многие из его теорем и задач вво¬ 
дятся другом Леонардо Винчи, профессором многих 
итальянских университетов, Лукою Пачиуоли в его 
сочинениях и в начале XVI века, когда группа та¬ 
лантливых итальянских математиков: Сципіон дел 
Ферро, Иероним Кардано, Тартания, Феррари реше¬ 
нием кубического и биквадратного уравнения поло¬ 
жили начало высшей алгебры. 
Большою известностью пользовались сочинения 

современника Леонардо Фибоначчи, домиканского 
монаха (по мнению Кантора —второго генерала доми¬ 
никанского ордена) Иордана Неморариуса (і* 1737). 
Рукописи его сочинений находятся и в Оксфорде, и 
в Венеции, и в Торне, и в Вене. Два из сочинений! 
трактуют о вопросах арифметики и теории чисел. 
Его „арифметика'! по содержанию своему напоми¬ 
нает сочинение Никомаха. Его „ТгасШи$ сіе питегіз 
сЫі$“ подробно изучает пропорции и различные 
случаи решения квадратного уравнения. Хотя сочи¬ 
нения Леонардо и Иордана совпадают по времени 
появления, в отношении ко многим вопросам они 
держатся различных мнений. М. Кантор считаем 
что если на сочинениях Леонардо отразилось пре¬ 
имущественно влияние Ялькарчи, то Иордан, напро¬ 
тив, придерживался взглядов другого выдающегося 
арабского математика XI столетия, Альнасави. 
Сочинения Леонардо и Иордана были первыми 

сочинениями, знакомившими Западную Европу с 
теориею чисел. Леонардо внес притом в изложение 
большую оригинальность, свидетельствующую о его 



крупном математическом таланте. Но в течение более 
чем трех столетий можно отметить только три, четыре 
имени математиков, внесших новое в учение о це¬ 
лых числах. Упомянем из них прежде всего ученого 
XIII столетия известного своим переводом Евклида— 
Кампануса, который при доказательстве иррацио¬ 
нальности золотого сечения, употребляет методу „не¬ 
ограниченного спуска" (сіезсепіе іпГіпіе), которую 
мы встретим позже в работах Фермата и Эйлера. 
В XV столетии Иоганн Мюллер, известный под 
именем Региомонтануса (1436—1476), прослави¬ 
вшийся своею короткою, но интенсивною профес¬ 
сорскою и научною деятельностью в области астро¬ 
номии и геометрии и в особенности тригонометрии 
(его прах похоронен в Пантеоне Рима), интересо¬ 
вался и теориею целых чисел. Он первый открыл 
в Венеции в 1464 греческую рукопись Диофанта и 
в своей вступительной речи в Падуанском универ¬ 
ситете с увлечением говорил об этой находке, „в 
которой скрыт цвет всей арифметики, та аг$ геі еі 
сепзиз, которую называют арабским именем 
алгебры". В напечатанных уже в конце XVIII сто¬ 
летия письмах Региомонтануса, сохранившихся в Ню- 
рембергской библиотеке, мы находим 10 задач, очень 
различных по своей трудности. Одни из них напо¬ 
минают задачи Диофанта (например 4-ая: найти три 
числа, сумма которых равна 116, сумма квадратов 
равна 4624) и = 10: найти четыре квадрата, сумма 
которых была бы равна квадрату *), другие—иссле¬ 
дования Леонардо (7-ая задача: найти три квадрата, 
составляющие арифметическую прогрессию так 
чтобы меньшее из них было > 20000; 8-ая: найти 
три числа, которых сумма равна 216 и квадраты 

*) Решения 1 + 4 +16 + 100 = 121 и4 + 16 + 49 + 100 = 169 
были даны тотчас же корреспондентом Региомонтануса 
астрологом Яковом Спейером. 
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которых составляют арифметическую прогрес¬ 
сию). 
Региомонтанус представляет блестящее исключе¬ 

ние между учеными эпохи Возрождения: его ученая 
деятельность совершенно чужда того мистического 
направления, которое отличало большинство мысли¬ 
телей этой эпохи, находившихся под сильным влия¬ 
нием возродившегося Неоплатонизма. Так Николай 
Кузанский (1401 —1464), с которого некоторые 
историки философии (Фалькенберг) начинают исто¬ 
рию новой философии и которого взгляды на Мате¬ 
матическую бесконечность во многом напоминают 
взгляды Лейбница *), возрождает философию не¬ 
оплатоников и неопифагорейцев своим обожествле¬ 
нием единицы и доказательством того, что она бес¬ 
конечна. Числовою мистикою увлекался, как мы упо¬ 
минали (см. гл. II), другой немецкий математик Ми¬ 
хаил Стифель (1487—1567), которого АгіШтейса 
іпіедга есть одно из наиболее замечательных со¬ 
чинений первой половины XVI столетия по алгебре, 
и Иероним Кардан (1501—1576), который издал в 
1539г. особоесочинениеОе питегогит ргоргіеііаііЬиз. 
Но главный интерес и того и другого был напра¬ 
влен на развитие алгебры—Лгз тадпа, и поэтому 
теория чисел обязана им немногим. 
Но если эпоха Возрождения и вообще четыре 

столетия протекшие от смерти Леонардо Фибоначчи 
до начала работ по теории чисел Фермата (1230-- 
1636) внесли непосредственно большой вклад в 
этот отдел математики, то они не прошли бесследно 
в истории математики в ее общем, подготовив те 
грандиозные ее успехи, которыми ознаменовано 
столетие между началом работ Декарта и Фермата 
и смертью Лейбница и Ньютона. Отметим прежде 
всего важные для теории чисел успехи логистики 

*) Ьв5$\ѵіі2. ОезсЫсЫе гіег Яіотізіік Всі. I. 274 з. 99. 
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или практической арифметики. Потребности жизни 
вызвали у сумерийцев и у египтян потребность в 
эмпирических правилах, облегчающих вычисления 
и измерения; этим начинается история математики, 
но и до настоящего времени задачи прикладной 
науки вызывают к жизни новые области матема¬ 
тической науки. Напомню П. Л. Чебышева и его 
исследования в области функций наименее укло¬ 
няющихся от нуля, обязанные своим началом за¬ 
даче практической механики. XIII—XVII столетия были 
для Западной Европы эпохою великих географиче¬ 
ских открытий и начала интенсивной торговли с 
Индиею и американским континентом. Развитие мо¬ 
реплавания побуждало к изучению практической 
астрономии и необходимого для этой цели отдела 
математики — тригонометрии. Таблицы тригономе¬ 
трических функций, заменившие птоломеевскую 
таблицу хорд, стали мало-по-малу от дробей, напи¬ 
санных по системе со снованием 60 (градусы, минуты, 
секунды, почему самые дроби носили название 
тіпиііае) переходить к десятичным дробям. История 
тригонометрии *) и введения десятичных дробей 
придает большое значение деятельности венского 
профессора Пеурбаха и его талантливого ученика 
Региомонтануса, о котором мы только-что упоми¬ 
нали. Но в таблицах изданных последним в 1490 г. 
фигурируют только целые числа, так как радиус 
круга принимается равным 105. Только в сочинении 
Виеты: Сапоп таіНетаіісиз (1-е издание в 1579, 
т.-е. спустя почти столетие после издания таблиц 
Региомонтануса) написана первая десятичная дробь. 
Но строго научное сочинение Виеты было мало 
замечено, и распространение употребления десятич¬ 
ных дробей есть заслуга бельгийского ученого Си- 

*) ВгаиптйЫ. Ѵогіезипдеп йЬег сііе Ое$сЬісЫ:е «Іег Тгідо- 
потеігіе. 1900. 



мона Стевина (1548—1620), известного в истории 
науки теоремою о параллелограмме сил. Не слу¬ 
чайно то обстоятельство, что наиболее крупный 
шаг в распространении десятичных дробей был сде¬ 
лан нидерландским математиком. Нидерландские го¬ 
рода: Брюгге, на одной из площадей которого 
стоит памятник Стевина, Янтверпен, Лейден -и в XVI 
и в ХѴИ столетии были центрами торговой деятель¬ 
ности Западной Европы, и Стевин, сам купец и 
инженер, как показывает заглавие главы, посвя¬ 
щенной десятичным дробям в его книге: „Ргёсіз 
ГАгііЬтеііаие", появившейся въ 1585 (Ба сіізте 
епзеідпапі: ехресііег раг потЬгез епііегз $ап$, гот- 
риз Іои$ сотріез $е гепсопіхапі аих аііаігез с!е$ 
Нотте$) имел в виду главным образом облегче¬ 
ніе деловых разсчетов *), 
Сложные вычисления требуют не только упро¬ 

щения, которое достигалось употреблением деся¬ 
тичных дробей; они нуждаются также и в проверке 
правильности. Такая проверка можетъ быть, как изве¬ 
стно, достигнута рассмотреніем остатков от деления 
чисел на то или другое число. (Остаток от деления 
произведения на какое-нибудь число Я должен или 
равняться произведению остатков от деления мно¬ 
жителей на Я или отличаться от этого произведе¬ 
ния на кратное Я). Уже у арабских математиков 
(АІкагсЬі, ІЬп ЯІЬаппа) мы встречаем проверку 
через остатки от деления на 9, 11, 8 и 7. Соответ¬ 
ственно этому даются правила для быстраго на¬ 
хождения этихъ остатков, которые вместе с тем 
дают признаки делимости на эти числа. 
Общая теорія этих признаков делимости дана 

*) В истории дисятичных дробей не может быть опу¬ 
щено имя Непира. Введеніе запятой есть заслуга Непира. 
Ему посвящено его посмертное сочиненіе: „Рабдология 
или вычисленіе через запятыя, „изданное в Эдинбурге 
в 1617 г. 
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Паскалем (1623—1662) в статье: Сагасіёгез іа 8і- 
ѵ'$І ліііё с!е$ пошЬгез. Эти исследованія равно как 
и изученіе обращения обыкновенных дробей въ 
десятичные подготовляли теорию степенных вы¬ 
четов, созданную Ферматом и теорию первообраз¬ 
ных корней, созданную Эйлером, так как основы¬ 
вались на нахождении остатков от деления после¬ 
довательных степеней числа 10*). 
Параллельно с развитием практической арифме¬ 

тики, которое ставило и теории чисел важные задачи, 
шло развитие алгебры и теории уравнений; без 
того и другого не было-бы возможны те успехи, 
которые сделали теорию чисел в ХѴІІІ и XIX ст. 
одною из важнейших отраслей математики. История 
этого развития алгебры представляет большой инте¬ 
рес, но она выходит за пределы, нами поставлен¬ 
ные. Поэтому я ограничусь только указанием вы¬ 
дающихся личностей и важнейших сочинений, пе¬ 
риода между Леонардо Фибоначчи и Виетою. В 
XIV столетии такою личностью является Николай 
Орезм (1323—1382), профессор в „СоІІеде сіе Иа- 
ѵагге“ в Париже, позже епископ. Его сочинения 
(в одном из них, Тгасіаіиз сіе ІаШисііпіЬиз Іогшагит, 
мы находим идею графического представления 
измеряемых явлений природы), напечатанныя в 
коние XV века, оказали тогда большое влияние, 
но за тем были позабыты и только Курце в 1868 г. 
снова обратил внимание на Орезма, напечатавши 
впервый раз его Я1догі$гпи$ ргорогііопиш, в кото¬ 
ром мы встречаем уже дробные показатели сте¬ 
пеней* В первой половине XV столетия Николай 
Кузанский (1401—1464) сближает снова математику 

*) Вопрос о разложении обыкновенной дроби в перио¬ 
дическую десятичную дробь был предметом изучения даже 
во второй половине ХѴІІІ столетия (кашЬегі, КоЬегіЗоп, I. I. 
ВегпоиШ и рассматривается Эйлерем в ег© Ялгебре {§ 525— 
53^) и Гауссом в „Ш$диі5Ш©пе$“). 
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с философией, восстонавляя традиции греческой 
философии и обращает особенное внимание на 
вопросы, связанные с понятиями о непрерывности 
и бесконечности. Во второй половине XV столетія 
в Германии—Региомонтанус и Видман, в Италии— 
друг Леонардо да-Винчи, Лука Пачиуоло, (его 
сочинение Зитта сіе АгііНтейса Оеотеігіа Рго- 
рогііопі еі: Ргорогііопаіііа, напечатанное в 1494 г. 
является энциклопедию математических знаний сво¬ 
его времени) и во Франции Шюке, автор сочине¬ 
ния Тгірагіу еп Іа Зсіепсе без потЬгез, в первый 
раз напечатанного только в 1880 г., но которое в 
научном отношении гораздо выше сочинения Па¬ 
чиуоло— пролагали путь к тем успехам, которые 
алгебра сделала в XVI столетии. Этими успехами 
алгебра обязана более всего итальянским ученым: 
Сципиону Ферро, Кардану, Тарталья, Феррари. 
Им мы обязаны решением кубического и биквадрат¬ 
ного уравнения. Выдающимися сочинениями этого 
времени является книга Михаила Стифеля: АгііНте 
йса іпіедга (1544), Агзтадпа (1545)—Кардана и Ал¬ 
гебра Бомбелли, быстро выдержавшая два издания 
(1572 и 1519) г. и заключавшая въ себе свод всего, 
что было достигнуто в Алгебре и в частности в 
решении кубических и биквадратных уравнений. 
Наконец в^самом конце ХѴі столетия появились 
арифметика и алгебра Симон Стевина. О значении 
первой мы уже говорили. Алгебра носит название 
„ГАІдеЬге аѵес Іез едиайопз без сіпч диапііііёз", 
т. е. заканчивается уравнениями четвертой степени, 
заключающими в себе пять членов. В 1591 г. поя¬ 
вилось первое алгебраическое сочинение Виеты 
(1540—1603). Виета, который первый стал обозна¬ 
чать символами не только неизвестныя величины, 
но и те, которые предполагаются известными, но 
остаются неопределенными, может считаться твор- 
цем буквенного исчисления и сравнительно не 
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большие улучшения, которые связаны с именами 
Жирара, Гарриота, Декарта и др. нужны были 
для того, чтобы создать современный алгебраиче¬ 
ский символизм. 
Не менее важное значение для теории чисел, 

чем развитие алгебраического символизма и теории 
решения уравнений имело развитие основного мате¬ 
матического понятия, понятия о числе, и на этом 
мы остановимся подробнее. В главе об индусских 
математиках мы уже упоминали о том, что они в 
этом отношении резко отличаясь от математиков 
Греции, смело прилагали правила алгебраических 
действий, формулированные Диофантом, к иррацио¬ 
нальностям. Точно также поступает и Алькарчи 
в Альфахри; он показывает как иррациональности 
могут быть складываемы, вычитаемы и перемно¬ 
жаемы; мы находим у него, например, равенство, 
которое в современном обозначении напишется: 

3 Г» 3 

У 54 - У 2 - У 1б7 

В Западной Европе в XII! столетии Иорданус Не- 
морариус в своей вышеупомянутой Арифметике и в 
Тгасіаіиз сіе питегіз сіаііз систематически употреб¬ 
ляет общие буквы вместо определенных чисел, что 
мы не встречаем ни у Аристотеля, ни у Паппуса и 
Диофанта, ни у Арабов.- При этом буквы обозна¬ 
чают одинаково и рациональные числа и иррацио¬ 
нальности. Иордан и математик конца XIII столетия, 
переводчик Евклида, Кампанус, начинают впервые 
интересоваться вопросом об угле смежности (угол 
между касательною и кривою), который был пред¬ 
метом оживленных споров схоластиков и матема¬ 
тиков XIV*—XVII столетия. Этот спор был в сущ¬ 
ности с одной стороны математическим отражением 
тех оживленных споров, которые велись в схола¬ 
стической философии около понятий о безконечном 
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континууме, главным образом по вопросу о том* 
составлен-ли контитуум из бесконечного множества 
неделимых точек или только содержит в себе бес¬ 
конечное множество таковых (асіи $іѵе роі:епі:іа). 
К этим и подобным спорам схоластической фило¬ 
софии Лейбниц применял неоднократно выражение 
„аигиш Іаіеге іп зіегсоге". И действительно, из кучи 
мусора, которая представляет из себя схоластиче¬ 
ская философия по вопросу об абсолютном и от¬ 
носительном движении, Дюгем сумел извлечь 
драгоценный исторический материал. Философия 
математики может сделать то же самое по отноше¬ 
нию к спорам схоластиков о бесконечном и контину¬ 
уме. Начало этому положено Лассвицем в его пре¬ 
красной „Истории атомистики". Повидимому наи¬ 
более ценными сочинениями схоластической фило¬ 
софии является сочинение Томаса Брадвардина, 
(1290^1394), которому был присвоен титул Оосйэг 
ргоДтсІиз (подобно тому как Фома Аквинатский 
носил имя: Оосіог ипіѵегзаііз еі: апдеіісиз): Тгасіа- 
іиз сіе сопііпио и сочинение Николая Кузанского 
(1401—1464): Ое Вегуііо. 
С другой стороны спор об угле смежности, по 

существу спор о бесконечно малых величинах раз¬ 
личных порядков, является прообразом тех споров, 
которые со времени открытия анализа бесконечно 
малых велись по вопросу об его основаниях. Этот 
спор несомненно способствовал позже углублению 
и расширению понятий о числе. 
Но гипнотизирующее влияние 7 положения Х-ой 

книги начал Евклида: (несоизмеримые отрезки 
суть те, которых отношение не может быть выра¬ 
жено числом) проявлялось еще и в течение XVI сто- 
летия.Один из знаменитейших алгебранетовХѴІ века, 
Тарталья, настаивает в своем „Оепегаі ТгайаЮ-* на 
необходимости различать даже словами умножение 
чисел и величин: в одном случае следует говорить 
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Франциск Виета (1540 -1603), 

'іТшкірНсаге, во втором сіисеге. Виета в 1551 Г. 
рассматривает науку чисел и науку величин, как 
две параллельныя, но различныя науки. 

*) Моиѵешепі аЬ$о1и еі геІаШ. Рагй 1855. 
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Громадное значение для учения © числе имело 
введение вычислений с помощью десятичных дро¬ 
бей, о практическом значении которого мы гово- 

2 з _ 
рили выше. Если и ЗГ и }/" 2 одинаково могут быть 

выражены бесконечною десятичною дробью, то не 
должно-ли понятие о числе быть настолько общим, 
чтобы заключать в себе всякую десятичную дробь, 
получающуюся при процессе измерения величины 
с помощью другой, принятой за единицу. Так соз¬ 
давалось то общее понятие о числе, на котором 
уже основывается Декарт в 1637 г. в своей Оеотеігіе 
и которое было формулировано Ньютоном в его 
АгііЬтеііса Сіпіѵегзаііз (1707): Число есть отвлечен¬ 
ное отношение некоторой величины к другой. 
В ряду предшественников Декарта и Ньютона 

на этом пути нельзя не отметить Непира. В его 
уже упомянутом сочинении: „Ое агіе Іоді$йса“, 
Непир рассматривает и определяет числа двух 
родов: питегі бізегеіі, которые суть или іпіедгі 
или ітасіі, и питегі сопсгей зеи деотеігіеі диоз 
іггайопаіез аиі: зигсіоз ѵосапі. От этого применения 
одного и того-же термина для двух понятий столь 
резко различавшихся в греческой математике и 
под ее влиянием и в сочинениях ученых XVI века 
очевидно оставалось сделать только один шаг 
до „числа“ Ньютона и до идеи единства мате¬ 
матики, составляющей основную идею геометрии 
Декарта. 
Но те другие обобщения понятия о числе, без 

которых была-бы невозможна современная теория 
чисел (введение отрицательных и комплексных чи¬ 
сел) развивались значительно медленнее. 
Отрицательные решения уравнений отбрасыва¬ 

лись принципиально даже Виетою и только Аль- 

*) См. также СЬгізДап \ѴоШ. ЕІетегДа таіЬезеоБ, 



берт Жирар (1590—1632), установляя теорему, что 
уравнение имеет столько корней, сколько единиц 
в показателе степени и выражая коеффициенты 
уравнения симметрическими функциями корней, 
тем самым приравнивал отрицательные корни поло¬ 
жительным. Геометрия Декарта (1637 г.) показала 
громадное значение отрицательных чисел в важ¬ 
нейшей отрасли математического естествознания. 
Те-же самые теоремы Жирара заставляли при¬ 

давать значение и мнимым корням уравнений. Но 
Декарт еще писал, что „нет величин, которые~бы 
соответствовали им“ (Оеиѵгез сіе Безсагіез, соі. 
Соизіп, ѵ. 5. Рагіз 1824 р. 398) и Лейбниц хотя уже 
признавал пользу употребления мнимых величин, 
видел в них в то-же время чудо анализа, нечто 
средне между бытием и небытием (апаіузеоз 
гпігасиіит, ісіеаііз типсіі топзіхит, репе іпіег 
епз еі поп епз атрНіЬіит, диосі гасіісет ітад 
піагіат арреііатиз" (ЬеіЬпііг \Ѵегке со). ОегЬагсИ:. 
ва V. р. 357). 
Таково было состояние тех областей математики, 

которые ближе всего соприкасаются с теориею чи¬ 
сел в конце XVI века, когда издания Диофанта 
пробудили интерес к исследованиям великого грече¬ 
ского арифметика. 
В главе о Диофанте мы уже упомянули, что пер¬ 

вое издание его арифметики появилось на латин¬ 
ском языке в Базеле в 1575 г.; благодаря как этому 
изданию, так и его переработке на французском 
языке, изданному Стевином, математики конца 
XVI столетия получали возможность ознакомления 
с Диофантом. Этому способствовало также тща¬ 
тельное издание греческого текста, снабженное 
многочисленными примечаниями французского уче¬ 
ного Баше де Мезириака, появившееся в 1621 г. 
Под влиянием этих изданий пробуждается интерес 
к проблемам Диофанта. 
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В 1591 г. Виета издает сочинение под заглавием: 
2еІеіісоп ІіЬгі 5“. *) Сочинение представляет собою 
собрание задач постепенно увеличивающейся труд¬ 
ности. 1-ая задача 1-ой книги требует найти два 
числа по данной сумме и разности; первые четыре 
книги посвящены преимущественно определенным 
уравнениям. Но последняя пятая книга заключает 
уже в себе 14 задач или непосредственно заимство< 
ванных у Диофанта или составленных по образцу 
его задач. 

Решения, данные Виетою, были подробно изу¬ 
чены Ферматом и во многих местах его переписки 
и его „Замечаний" мы находим критику как реше¬ 
ний Виеты, так и примечаний Баше. 
В 1612 г. Баше издал в первый раз свое при¬ 

обретшее большую популярность сочинение: „Рго 
Ыете$ ріаізапіз еі сіеІесіаЬІез ци\ $е іопі раг 1е$ 
потЬге$“. Второе издание той-же книги 1624 г. 
содержит решение уравнения ах — Ьу—1 в целых 
числах **). 
Эйлер и Лагранж приписывают Баше теорему о 

том, что всякое число может быть разложено на 
сумму четырех квадратов. Паскаль (см. выше) и 
Декарт, как видно из его переписки, интересова¬ 
лись вопросами теории чисел. Фермат признавал в 
своих письмах первенство и авторитет в работах 
по. теории чисел Френикля (1602 —1675), члена 
французской Академии Наук, издавшего несколько 
мемуаров, посвященных отчасти теории целочи¬ 
сленных. прямоугольных треугольников (іхіапдіез 

*) См. его сочинения „РгапсізсГ Ѵіе(ае. Орега таШетаЦса". 
изданные в 1646 г. в Лейдене проф. Шутеном (издание 
имеется в Библиотеке Петроградской Академии Наук), 

**) Книга Баше стала библиографическою редкостью в 
XIX ст., но в конце его появились одно за другим три изда¬ 
ния, лучшее из которых 5-е (геѵие е* аппоіеё раг Ьагоп 1884). 
Оно издано и на русском языке под заглавиемъ: „Игры и 
задачи, основанные на математике". 
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гесіапдіез еп потЬгезХ отчасти теории магиче¬ 
ских квадратов. Наконец Мерсенн (1588-1648) 
в нескольких своих сочинениях (Нагтопіе іті- 

К. Г. Баше де-Мезириан (1581—1638). 

ѵегзеііе, СодіЫа таІЬетаІіса) остановился на 
вопросе о совершенных числах и числах более об¬ 
щего типа (аіідиоіаігез)* Но заинтересовавшись 
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теориею чисел под влиянием Баше, Френикля, Мер- 
сення Фермат благодаря своему математическому 
гению оставил далеко позади себя всех своих 
предшественников. 

VII. 

Фермат и Эйлер. 

Как ни велико значение для математики сочи- 
нений Евклида и Диофанта, оно не может быть 
сравнено со значением для высшей арифметики или 
теории целых чисел открытий, сделанных в этой 
области Ферматом. Арифметические книги Евклида 
служат основанием всей арифметики не только 
высшей, но и низшей. Сочинение Диофанта отно¬ 
сится столько-же к учению о рациональных числах, 
сколько к учению о целых числах. АгііЬтеиса 
зиЫітіог—высшие отделы учения о целом числе— 
ведет несомненное свое начало от Фермата. 
Теоремы, найденные им, или являются до сих пор 
важнейшими теоремами теории чисел (как теорема 

„большая": а ~1 (мод р) или послужили исход¬ 
ным пунктом исследований, которые и теперь еще 
не могут считаться вполне законченными (как 
например теорема о том, что простое число вида 
4 п —1 единственным только образом разлагается 
на сумму двух квадратов—является исходным пунк¬ 
том теории квадратичных форм). 
Многие теоремы, им доказанные, не могли быть 

доказаны в течение долгого времени (так только 
Коши в 1819 г. доказал теорему о разложении 
числа на многоугольные числа) и наконец одна 
из его теорем (о невозможности решить уравнение 
х и ~Т~ уП — — в целых числах при п большем 2) 
является до сих пор предметом * глубоких иссле¬ 
дований). 
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П. Фермат (1601- 1665), 

дателя теории вероятностей. Лагранж в „Ьедопз 
зиг 1е саісиі сіез іюпсйопз", Лаплас в введении к 
теории вероятностей называют его „первым и на- 
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стоящим творцом дифференциального исчисления 
и вообще анализа бесконечно мальме" и несомненно, 
что заслуга его в истории анализа весьм'а велика *). 
Он оставил только один след в математическом 
естествознании, но след неизгладимый — принцип 
наименьшего действия, тот принцип, который ученые 
нашего времени—Лоренц и Пуанкаре, Планк и 
Гильберт стремятся положить в основание всей 
математической физики. По мере развития науки 
возрастает уважение к памяти Фермата, но уже и 
современники его чувствовали громадное значение 
его гения* Так Паскаль писал к нему: ]е Ѵоиз ііепз 
роиг 1е рІи$ дгапсі дёотёіге сіе іоиіе ГЕигоре.... Ѵо$ 
епГапіз рогіепі: 1е пот сіи ргетіег Нотте сіи трпсіе". 
Об жизни этого великого геометра мы знаем 

однако очень мало, больше, чем о жизни Евклида 
и Диофанта, но не много больше чем о жизни 
Дрхимеда. Мы знаем, что Фермат (1601 — 1665) 
принадлежал к крупной буржуазии Южной Франции 
(Оаіііа ГІагЬоппепзіз, которую он сам в одном из 
своих „вызовов" противопоставлял Франции Се¬ 
верной—Оаіііа СеШса) и что большую часть своего 
времени он посвящал своей родине, охраняя в ней 
закон и право в качестве советника Тулузского 
Порламента; мы знаем, что он считался одним из 
выдающихся юристов Франции, Неизвестно, вы- 
езжал-ли он когда нибудь из своей родины—Южной 
Франции, видел-ли его кбгда нибудь Париж в 
своих стенах. Его обязанности .парламентского 
деятеля и юрисконсульта оставляли ему время для 
его гениальных математических исследований и для 
переписки с выдающимися математиками его вре¬ 
мени (Паскалем, Валлисом, Декартом, Робервалем, 
Френиклем, Мегзеппе и людьми, интересовавшимися 

*) См. об этом подробнее мой „Историческій Очерк ана¬ 
лиза безконечно-малых“. Казань 1905. 
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его работами (Наркави, Дигби и др.), но не дали 
ему возможности, как он повидимЬму мечтал (его 
письмо к Дигби 1657 г.), изложить систематически 
свои открытия и методы. Результаты, найденные 
им, или записаны были без доказательств на 
полях экземпляра Диофанта, изданного Баше де 
Мезириаком в 1624 г. (Эти ОЬ$егѵаііопе« в числе 48 
в первый раз были напечатаны уже после смерти 
Фермата в 1670 г.), или также без доказательств 
были сообщаемы им в письмах. Один из его корре¬ 
спондентов, иезуит Билли, внимательно изучавший 
Диофанта и издавший о нем специальное сочинение 
в 1660 г. под заглавием „ОіорЬап1и5 деотеіга зіѵе 
ориз сопіехіит ех агіФтеііса еі деотеігіа" извлек 
из многочисленных писем к нему Фермата содер¬ 
жание большого Мемуара под заглавием „Росігіпае 
апаіуіісае Іпѵепіит поѵит ех ѵагііз ерізіюііз яиа$ 
асі еит біѵегзіз іетрогіЬиз тізіі: О. Р. бе Регтаі 
5епаі:ог То1озапиз“, напечатанного также в 1670 г. 
О методах доказательства своих теорем Фермат 

дал только один раз более полное, но все-таки не 
достаточно ясное представление в письме к Пар¬ 
ка ви в 1659 г. (Кеіабоп без поиѵеііез бесоиѵегіез 
еп Іа зсіепсе без потЬгез) *). 
При жизни Фермата были напечатаны немногие 

из его теорем и напечатаны не им, но Валлисом 
в изданном последним в 1657 г. Сѳттегсіит еріз- 
Іоіісит. 
Уже после смерти П. Фермата его сын С. Фермат 

издал в 1670 г. новое издание Диофанта, посвя¬ 
щенное Кольберу, содержащее как арифметику 
так и трактат о многоугольных числах, в которое 
включены также Іпѵепіит поѵит—Билли, Поризмы 
Баше и примечания Баше к Диофанту. 

0 Это замечательное письмо было издано в 1879 г. 
Шарлем Лнри по копии, написанной рукою Гюйгенса. 
Оеиѵгез сіе Реггпаі И р, 431. 
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В 1679 г. тот же С. Фермат издал „Орега ѵагіа* 
отца. Издание это было в 1861 г. воспроизведено 
гелиотипиею в Берлине Фридлендером. 
Диофант 1670 г. и Орега ѵагіа до последних го¬ 

дов XIX столетия служили, если не считать книги 
Брассина (Вгаззіпе. Ргёсіз без оеиѵгез таФёта- 
і^иез сіе Регтаі 1853) единственными источниками 
для непосредственного знакомства с работами 
Фермата. Мысль о полномъ издании всего, что 
осталось от Фермата, явилась в сороковых годах 
прошлого столетия и принадлежала члену Фран¬ 
цузской Академии Наук итальянцу Либри, автору 
сочинения Нізіоіге с!е$ зсіепсез гпаіЬетаі:^ие$ еп 
ІЫіе и некоторых имеющих малое научное зна¬ 
чение мемуаров по теории чисел, *) еще более 
известному однако похищением из библиотек Па¬ 
рижа ценных книг и рукописей. 
Либри заявил, что имъ приобретена ценная 

коллекция, принадлежавшая известному математику 
XVIII ст. Арбогасту, содержащая между прочим и 
рукописи фермата. 
Под влиянием этого заявления Министр Народ¬ 

ного Просвещения Вилльмен провел в 1845 г. в 
Французской Палате депутатов закон об издании 
сочинений Фермата. Академия Наук назначила 
издателями сочинений Фермата Либри и Деспей- 
руса, но все старания последнего добиться от 
Либри права ознакомиться с драгоценными руко¬ 
писями были безуспешны. В 1848 г. Либри исчез 
из Франции, захвативши восемнадцать ящиков 
книг и рукописей, и затем продал свое приобре¬ 
тение Лорду Эшбернгаму (АзНЬигпЬат). 
Часть библиотеки Эшбернгама (Іюпсіз УЬгі), имею¬ 

щая значение для истории науки во Франции, была 

*) В журнале Кеѵие сіез сіеих топсіез 1845. Тоте 10. р. 6ВЬ 
Либри поместил биографию Фермата. 
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затем приобретена Национальною Библиотекою, 
но в ней не нашлось ничего особенно ценного 
для истории математических открытий Фермата. 
Снова вопрос об издании полного собрания со¬ 

чинений Фермата былъ поднят уже только около 
1890 г. и издание это было поручено таким ком¬ 
петентным лицам, как ПольТаннери и Шарль Анри. 
Оба они известны своими работами по истории 
математики и в частности статьями, относящимися 
к Диофанту и Фермату. 
Издание это, начатое в 1894 г., было закончено 

только в 1912 г. и заключает в себе четыре тома. 
I том.—Математические сочинения Фермата и в 

том числе оЪ$егѵа1іопе$. 
II томъ.—Переписка Фермата. 
III том. Перевод на французский язык как всех 

сочинений Фермата, написанных на латинском 
языкѣ, так и „Іпѵепіигп поѵит“ и гСоттегсіит 
ері$1о1ісит“ Валлиса. 
Наконец IV том (1912), кроме прибавлений к 

переписке заключает в себе весьма ценные „N016$ 
таіЬетаііяиез" Шарля Анри, дающие библиогра¬ 
фию по теоремам и задачам Фермата. 
Скудости сведений о жизни Фермата соответ¬ 

ствует еще большая скудость сведений о ходе его 
работъ, о времени его важнейших открытий, о 
методах, которыми он находил и доказывал свои 
теоремы. Мы можем сказать только, что изобре¬ 
тательный гений Фермата проявился особенно 
между 1636 г. и 1641 г., т.-е. когда ему было от 
тридцати пяти до сорока лет. Первые письма его, 
относящиеся к теории чисел, написаны в 1636г. После 
1641 г. он занялся уже приложением общих методов 
и теорем; (Р. Раппегу). 5иг Іа сіаіе сіез ргіпсіраіез 
сіесоиѵегі:е$ сіе Регтаі (Виііеііп БагЬоих 1883). 
Повидимому внимание Фермата к вопросам тео¬ 

рии чисел было привлечено двумя вопросами, ко- 

99 



торые интересовали и его современников (Де- 
карта * **)) и корреспондентов Френикля и Оша Мер- 
сенна)—вопросом о совершенных числах и вопро¬ 
сом о магических квадратах. Мерсенн, как можно 
судить по предисловию к сочинению Содііаіа таіНе- 
таііса (1644), обладал методами нам неизвестными. 
Совершенные числа сыграли таким образом 

снова важную роль в теории целых чисел. Разы¬ 
скивая те простые показатели р, при которых 
2Г---1 есть также простое число (к этому сводится 
вопрос о четных совершенных числах"'*), Фермат 
дает в письме к Мерсенню в авг. 1640 г. частный 
случай своей знаменитой теоремы. Называя пока¬ 
зателями совершенных чисел ряд 1, 2, 3, 4., а 
радикалами ихъ-- числа вида 2а — 1, т.-е. 1, 3, 7, 15, 
31, 63..., Фермат утверждает, что радикал, уменьшен¬ 
ный на 1, всег да делится на соответствующий пока¬ 
затель, если он есть число простое, т.-е. употребляя 
современную терминологию 2Ѵ — 2^0 (мод р). 
Обобщение этого результата на произвольное а, 

т.-е. теорему ар !^1 (мод р) Фермат дает в тем- 
же году в письме от 18 окт. 1640 г. к Френиклю. 
В предвидении значения найденной им теоремы 
он пишет: „ті раг сіі ѵесіег іт дгап 1ите“. *) С 
теоремою Фермата, которая иногда называется 
„малою" в отличие от теоремы, что уравнение 
хга-[- ут = 2ш может быть решено в целых числах 
только для пт ”2 (большая или последняя) мы бу¬ 
дем встречаться еще много раз. Теперь ограничусь 

*) См. его письмо К. Френиклю от 20 дек. 1638 г., в кото¬ 
ром Декарт выражает свое мнение, что можно найти нечет¬ 
ные совершенные числа. 

**) См. мое введение в анализ стр. Числа вида 2ѵ-~і. 
носят название чисел Мерсенна. 

*) Оеиѵгез сіе Регтаі. Ѵоі. II р. 199. 
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часто носит на^ 
ар—іі 

указанием, что ^ (а) — — - 

звание частного Фермата и имеет многие интерес¬ 
ные свойства, найденные Эйзенштейномъ, Штерном, 
Сильвестром. В последнее время на эту числовую 
функцию обращено особенное внимание в связи с 
последнею теоремою Фермата (см. гл. XIV). 
Желающих познакомиться с этим вопросом отсы¬ 

лаю прежде всего к мемуару Мириманова (,іоиг- 
паі (ч)г геіпе ип8 апдеѵл МаіЬетаІік Всі. 115—1895 г.) 
Упомяну из интересных свойств частного Фер¬ 

мата следующие. Если знаком обозначить целое 
число [3, удовлетворяющее сравнение « Р г-1 (мод р) 
(числа о и ,3 будем называть союзными (зосіі), то 

^ (2) ~ 1 ~~-~2 (М°Д Р)- (Например если 

р-- 11, - з - 9, у “8, : 5 (мод п) и следо¬ 

вательно я (2)^27Г-5 (мод 11). Действительно 
Я (2) ^ 93 5 5 (мод 11). 
Другой важный результат, найденный Ферматом 

и послуживший исходным пунктом важнейших ис¬ 
следований (теория квадратичных форм) также свя¬ 
зан с математическим фактом, известным Египту и 
Вавилону, с равенством 52 — зЧ~ 42 (см. гл. Іі). 
Замечание Фермата к задаче 22-ой третьей книги 
Диофанта; первой задаче, в которой Диофант го¬ 
ворит о прямоугольных треугольниках, т.-е. о трех 
рациональных числах удовлетворяющих уравнений 
х2-{-у2 — г, изложено в следующих словах: 

„Простое число формы 4п-р1 есть только один 
раз гипотенуза прямоугольного треугольника, его 
квадрат—дважды, куб—трижды, биквадрат — четы¬ 
режды и т. д. 
Такое простое число и его квадрат только одним 

способом разлагаются на два квадрата; его куб и 
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биквадрат — дважды; его квадрато-куб и кубо-куб 
трижды и т. д.“ 
Первая из этих теорем Фермата связана с 

утверждением, что в случае р—-4п ' -1 можно решить 
уравнение 22-р1'^0 (мод р) или, употребляя сим¬ 

вол Лежандра, что (—~) = ; 1, если р = 

Таким образом Фермату была известна первая 
из дополнительных теорем к закону о взаимности 
теории квадратичных вычетов. 
Теоремы Фермата, касающиеся представления 

числа под видом суммы двух квадратов могут быть 
обобщены в различных направлениях и эти обоб¬ 
щения были намечены самим Ферматом. 
С одной стороны Фермат дает теоремы, касаю¬ 

щиеся представления чисел под формам у22г и 
у*~!~Ъг. Формы более сложные не рассматрива¬ 
лись Ферматом за исключением вопроса о пред¬ 

ставлении единицы под видом у “ — ах или другими 
словами о решении уравнения ах2 >1—у“, для 
которого им был найден неизвестный нам способ ре¬ 

шения ах2-г 1 -г у‘. Решение этого уравнения было 
одною из тех задач, которую Фермат в феврале 
1657 г. через Кенельма Дигби предложил для решения 
математикам Франции, Англии, Голландии и всей 
Европы, как задачу и по тонкости и по трудности 
не ниже самых знаменитых задач геометрии, — в 
следующих выражениях: 

„Существует бесконечное множество квадратов, 
которые по умножении на данное неквадратное 
число и по прибавлении единицы дают квадрат". 
В сентябре 1657 г. Валлис сообщает Дигби ре¬ 

шение, найденное Брупкером *) и с некоторыми 

*) \Ѵа1Іі$. Соттегсіит ерізіоіісит. Оедѵгез сіе РегтаІ ѵоі 3. 
Іейге IX 
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изменениями поместил его в своей Алгебре. Эйлер 
нашел это решение в английском переводе немец¬ 
кой алгебры и приписал его переводчику Пеллю. 
Отсюда название знаменитого уравнения Пеллев- 
ским. Автор специального сочинения по истории 
уравнения і2 — Ии2 — 1 Конен предлагает называть 
его уравнением Фермата; оно могло-бы носить также 
название индийского или быть связанным с име¬ 
нами Архимеда и Феона Смирнского (см. гл. III и IV). 

Обобщением теоремы о представлении простого 
числа вида 4 п —{— 1 под видом суммы двух квадратов 
является знаменитая теорема Фермата, найденная 
им еше в 1637 г. и по которой „всякое число есть 
или треугольное или сумма двух или трех треуголь¬ 
ных, квадратное или сумма двух, трех или четырех 
квадратов, пятиугольное или сумма двух, трех, че¬ 
тырех или пяти пятиугольных и т. д. для чисел 
шестиугольных, семиугольных и вообще много¬ 
угольных". Через 16 лет он сообщил эту теорему 
Паскалю с указанием на то, что ее доказательство 
основывается на теореме о том, что всякое простое 
число вида 4п-р1 разлагается на сумму двух квад¬ 
ратов. Эта теорема, которую Фермат сам назвал 
Феогета риІсЬеггітит, была в частных случаях 
доказана Эйлером и Лагранжем. Общее доказа¬ 
тельство ее дано было Коши в 1815 г. и находится 
в связи с общею теориею квадратичных форм *). 
Фермат обобщал теорему о представлении числа 
под видом суммы двух квадратов и в другом на¬ 
правлении, рассматривая разложение на сумму двух 
кубов или биквадратов: „я могу решить задачу, 
которая была неизвестна Баше, а именно раз¬ 
ложить число, составленное из двух кубов на 
два другие куба и притом бесчисленным числом 

*) См. ВасНтапп. Оіе МгііЬтеіік сіез чиасІгаіізсЬеп Рогтеп. 
Іырі. 1898, р. 154. 



способов*. (ОЬзегѵаііо IX аеі ЬіорЬ, ргоЫет II 
ІіЬгі IV) *). 

„Почему Диофант не ищет двух биквадратов, 
сумма которых была бы квадрат? Эта задача не¬ 
возможна, как я могу доказать вполне строго моим 
методом". (ОЬзегѵайо XXXIII аб ОіорЬ. ргоЫет 32 
ІіЬгі V). 
В тесной связи с этими задачами находится ут¬ 

верждение Фермата, что площадь прямоугольного 
треугольника не может быть равна полному ква¬ 
драту (стороны прямоугольного треугольника суть 
целые числа, связанные равенством х ~\-у2 — г1 )* 
Доказательство этой теоремы сводится на доказа¬ 
тельство теоремы, что разность двух биквадратов 
не может быть квадратом. 
Наконец в связи с этою последнею теоремою на¬ 

ходится та знаменитая „последняя" не доказанная 
теорема Фермата, по которой уравнение х”-|~уп=2п 
не может быть решено в целых числах. Истории 
доказательств частных случаев этой теоремы мы 
коснемся дальше. Читатель увидит какие трудности 
нужно было преодолеть и какие новые обобщения 
и понятия нужно было ввести для того, чтобы 
най?и эти доказательства. Загадкой остается по¬ 
этому до сих пор, имел-ли Фермат доказательство 
теоремы, которую один французский математик 
называет „вызовом человеческому разуму" (ип 
сІёЯ 6 ИггёеЙідепсе Ьитаіпе). 
Глубокое изучение Диофанта привело Фермата 

к постановке новых задач подобных задачам гре¬ 
ческого математика, но представлявших большие 
трудности. Приведу в пример таких задач задачу, 
помещенную как замечание к 24-ой задаче б-ой 
книги Диофанта: найти прямоугольный треуголь¬ 
ник, шюрогю гипотенуза равно как и сумма кате- 

*) Оеиѵге® РегпШ. Ѵ©1. I р. 2Ѳ4, Ши 
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тов были-бы полными квадратами. Задача приво¬ 
дится к двум уравнениям: 

2.2 4 
х , у =и 

х - ; у ==22 

Она интересна во многих отношениях и по гро¬ 
мадности целых чисел, фигурирующих в решении 
(катеты выражаются числами из 13 цифр) и по 
тому, что по поводу этой задачи Фермат дает бо¬ 
лее подробные указания на свои методы и нако¬ 
нец потому, что она была предметом работ Эйлера 
и Лагранжа (см. след, главу). Задача как видно 
приводится к двойным уравнениям Диофанта т.-е. 
к системе двух уравнений. Фермат во многих своих 
замечаниях указывает, что он может решать и си¬ 
стему трех уравнений. В „Іпѵепіит поѵит“ Билли 
и обращено особенное внимание на задачи этого 
типа. 
Отметим в заключение то единственное предло¬ 

жение Фермата, которое оказалось неверным и 
которое часто и логиками и математиками приво¬ 
дится как пример неверной индукции. Предложе¬ 
ние это занимало Фермата очень долго, о нем 
он пишет в 1637 г., в 1640 и наконец Паскалю в 
1654 г. В последнем письме он сознается, од¬ 
нако, что доказательство не вполне закончено. В 
предложении утверждается, что все числа вида 

2 2п ~ 1 суть числа абсолютно простыя. Для п — 
= 0,1,2,3,4 это утверждение верно, но Эйлер, (и это 
было сделано им в его первом мемуаре по теории 
чисел в 1732 г.) показал, что для п = 5 получается 
число сложное. 
Впоследствии было доказано, что сложные числа 

получаются также для п = б (Ьапсігу и І-еІаззеиг 
1880), п ^ 9 (\Уе$1егп 1903), для п — 11 (Кэннингам 
1899), йля пяе12 (кы#а$ и С. Первушин 1878), 
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для п —12 и 18 ОѴез^егп 1 @03), для п=23 
(С. Первушин 1878), для п==36 (ЗееІЬог? 1886) 
и наконец для п = 38 (СиппіпдЬат и \Ѵе5і:егп 
1904) *). 
Таковы главные результаты, найденные Ферма- 

том. Они дошли до нас разбросанные, рассеянные, 
дошли без всякого указания на путь, который при¬ 
вел к их открытию и на методы, которыми Фер- 
мат их доказывал. В письме к Мерсенню от Сен¬ 
тября 1636 г. Фермат сожалеет, что он не может 
дать доказательства, зависящего „от запутанных 
тайн науки о числах" и сообщает о своем на¬ 
мерении написать особое сочинение, которое 
расширит науку далеко за пределы, достигнутые 
древними. Но это намерение не было осуществлено 
и таким образом мы лишились ценного указа¬ 
теля методов, которыми пользовался Фермат для 
доказательств результатов найденных вероятно пу¬ 
тем индукции и аналогии. Фермат, как видно из 
его письма к Дигби (1657 г.) прекрасно понимал 
что „то, что в математикѣ выводится путем анало¬ 
гии не есть истина. Правило подходящее к не¬ 
которым частным случаям может быть очень полезно, 
но не как основание науки; в этом случае можно 
удовлетвориться только доказанным (письмо к 
Дигби 1657 г.). Но только с одним из своих методов 
и при том в общих и неясных чертах познакомил 
Фермат своих современников в письмѣ, озаглавлен¬ 
ном: „Кеіаііоп 8ез поиѵеііез сІесоиѵеДез еп Іа зсіепсе 
сіе$ потЬге$“, найденном Днри в Лейденской биб¬ 
лиотеке, а именно с тем методом беспредельного 
спуска (сіеэсеп^е іпПпіе), идею которого мы встре¬ 
чаем у Евклида и который был, как мы уже 
сказали, применен Кампанусом для доказатель- 

*) Желающих более подробно познакомиться с этими 
исследованиями отсылаем к Статье СиппіпдЬагп и \Ѵезіегп 
іРгосееаіпдз о? іЬе Ьопсіоп МаіЪетайсаІ Зосіеіу. 1904 г.). 
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ства иррациональности „золотого сечения**, В осо¬ 
бенности, пишет Фермат, этот метод полезен при 
доказательстве невозможности; например, при дока¬ 
зательстве теоремы, что не существует ни одного 
прямоугольного треугольника, стороны которого 
суть целые числа и площадь которого равна ква¬ 
драту. Можно доказать, что в случае, если такой 
треугольник существует, то можно найти другой, 
выражающийся в меньших числах и имеющий то-же 
свойство. От этого треугольника можно перейти к 
третьему, к четвертому и т. д. до бесконечности, 
но так как не существует бесконечного ряда умень¬ 
шающихся' величин, то первое предположение 
неправильно". 
Что касается до способа перехода от одного 

треугольника к другому, то Фермат в своем письме 
предлагает Паскалю, Робервалю и другим найти 
этот способ. 
Относительно других методов Фермата можно 

делать только гипотезы. Одну из таких высказы¬ 
вал Кронекер в своих частных беседах, предполагая, 
что Фермат далеко ушел в том отделе теории 
целых чисел, который может ^быть назван адди¬ 
тивным в отличие от разработанной в течение 
XVIII и XIX ст. мультипликативной. 
В течение столетия замѣчательные результаты, 

найденные Ферматом в новой отрасли математи¬ 
ческих наук, оставались почти незамеченными; вни¬ 
мание виднейших математиков в период времени 
от года смерти Фермата (1665) до года появления 
первой работы Лагранжа (1768) было направлено 
главным образом на развитие высшего анализа. 
Ньютон в своей „Агііѣтеііса ипіѵег$а1і$“ почти не 
касался вопросов неопределенного анализа. 
Универсальный гений Лейбница не мог однако 

оставить без внимания теорию целых чисел. Рас¬ 
копки, которые за последние двадцать лет были 
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произведены в рукописях, листках и лоскутках бу¬ 
маги, сохранившихся после Лейбница в Королевской 
Ганноверской библиотеке Ваккою, Кутюра и Дитри¬ 
хом Манке *) показали, что Лейбниц втечение мно¬ 
гих лет с любовью и настойчиво работал над одним 
из важнейших вопросов теории чисел, над вопро¬ 
сом о нахождении уравнения, которое характери¬ 
зовало бы абсолютно простые числа и позволяло 
для каждого числа решать вопрос о его характере. 
Мы увидим сейчас, что именно этот вопрос был 
для Эйлера важнейшим вопросом теории чисел и 
к нему сводились его главные исследования. 
Как известно занятия логикою и метафизикою 

заставили Лейбница заинтересоваться тем отделом 
чистой математики, который рассматривает переме¬ 
щения и сочетания—-комбинаторикою или комби¬ 
наторным анализом. И его первое математическое 
сочинение „Ое агіе сотЬіпаіогіа" (Іббб), написанное 
в возрасте 19 лет посвящено этому отделу. Комбина¬ 
торика приводит легко к теоремам теории чисел и 
именно она привела Лейбница к частным случаям 
теоремы Фермата несомненно до знакомства с ,, Ѵагіа 
Орега Фермата, напечатанными в 1679 г. 

Комбинаторика показывает, например, что число 
(т-ф-1) (шт2)(т4-3) 
—. <ѵ-.-- как число различных соеди¬ 

нений т 1 предметов по три, есть число целое, т.-е. 
что (т 4-1} (т -ф* 2) (т -}~ 3) — т3 4- б т2 +11 т + 6 
делится для всякого т на 6 и следовательно на 3. 
Но отсюда легко заключить, что и двучлен 
т3 -ф 11 т, а следовательно и двучлен т3 — т де¬ 
лится при всяком т на 3. Подобным же образом 
Лейбниц в 1676 г. убедился повидимому что тэ — т 
делится на 5 и т7 — т делится на 7, но вместе с 

*) См. статью последнего в ВіЫіоНтееа таіЬетаНса • 
1912—13 г. 
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тем нашел, что 2 не делится на 9 и приба 
вляет к э тому последнему результату замечание: 
„ехетріит еіедапз іпсіцсііопіз десерігісіз" (изящный 
пример ошибочной индукции). Лейбниц, как известно 
также давно, очень интересовался бинарною систе¬ 
мою нумерации, рекомендуя ее иезуиту-миссионеру 
как способ убедить атеистов китайцев в существо¬ 
вании божества. Изучение периодических дробей, 
как десятичных так и бинарных, привело Лейбница 
также к теореме Фермата. В своих исследованиях 
Лейбниц пршел дальше Валлиса и ранее Ламберта *) 
и видел тесную связь вопроса о числе цифр в периоде 
с теоремою Фермата. Он пробовал также доказать 
иррациональность числа ~ на основании того, что 

-4~ — 1 — у — -1-- 4-... должно иметь бесконечно 

длинный период, не обративши внимания на то, 
что на этом основании должно было быть иррацио- 

1 1.1-1, нальным и число 2 ~~ ... 

Эти исследования Лейбница относятся к 1677— 
1680 г. и на листочке, датированном 12 сент. 1680 г., 
Лейбниц дает и теорему, по которой для простого 
числа р при всяком а двучлен ар — а делится на р 
и доказательство, основанное на найденной уже в 
1676 г. теореме о степени полинома. Это доказа¬ 
тельство указано и в мемуаре „Г4оѵа аІдеЬгае рго- 
тоІіоЛ напечатанном в первый раз только в 
XIX столетии *). 

Так как, как было указано выше, Орега ѵагіа по¬ 
явились в печати в Тулузе только в 1679 г. и пере- 

*) Ясіа Неіѵеііса 1758 (ІЧоѵа асіа егигіііогит) 1769. Адпо- 
Іаііо яиаесіат сіе питегіз еоштяие апаіотіа). В этом ме¬ 
муаре Ламберт, как указывает и Гаусс, почти закончил 
теорию периодических десятичных дробей. 

*) ЬеіЬпИгепз МаіЬ. ЗсЪпИеп Ьегаизд. ѵоп ОегНаічД VII. 
Наііе. 1853—1863 (Ва. VII р. 180). 
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сылкэ книг шла медленно, то есть основание ду¬ 
мать, что тогда Лейбниц еще не знал о том, что 
Фермат нашел эту теорему. В его рукописях нахо¬ 
дятся выписки из сочинений Фермата, но тем не 
менее в ГЯоѵа аІдеЬгае рготоііо он ни словом не 
упоминает о своем предшественнике. 
Лейбниц придавал громадное значение теореме 

им найденной, так как ошибочно думал, что из уравне¬ 

ния 2х-’1 ~-1 —пх следует непременно, что х есть абсо¬ 
лютно-простое число. Найдя теорему Фермата, 
он неправильно формулировал обратную теорему 
(впрочем следует заметить, что правильная форму¬ 
лировка дана была только Э. Люка). На уравнение 
2х— пх 1 Лейбниц смотрел как на „ёіейпіііо 
геаііз $еи аедиаГю геаііз питегі ргітШѵі*1, и метод, 
которым он пользовался для того, чтобы при по¬ 
мощи этого уравнения решить вопрос о природе 
числа, близко подходит к теории индексов создан- 
ной Гауссом. 
Но если Лейбниц, как мы теперь знаем, интере* 

совался теориею чисел, то как Яков и Иоанн Бер¬ 
нулли, так и ученики последнего не оставили ра¬ 
бот в области теории чисел за исключением ге¬ 
ниальнейшего из этих учеников Леонарда Эйлера. 
(1707—1783). Эйлер заинтересовался теориею чисел 
повидимому под влиянием Христиана Гольдбаха 
(1690—1764), члена Петербургской Академии Наук 
по кафедре высшей математики. В изданной П* Г. 
Фуссом „Соггезропсіапсе таіЬетаіідие еі рЬузідие 
сіе диеідиез сеІёЬгез дёотёігез ди Х\ЛІ1 зіес!е“ 
первый том содержит в себе переписку Эйлера 
и Гольдбаха (177 писем), начавшуюся в 1729 и закон¬ 
чившуюся в 1764 году—смерти Гольдбаха. Письма 
Гольдбаха показывают универсальность знаний 
Гольдбаха и интерес к теории чисел, в которой 

**) Ѵасса. (ВіЫіоіНеса шаіНешаііса і. 8. 1894). 
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одна не доказанная и по ныне теорема свя¬ 
зана с именем Гольдбаха. В письме к Эйлеру 
(7 іюня 1742) Гольдбах \ѵі11 еіпе согцесШге НагагФ- 
геп: „Каждое число большее 1 есть сумма трехъ 
простых чисел“ В ответном письмѣ из Берлина 
от 30 июня 1742 г. Эйлер пишет, что он счи¬ 
тает „Шг еіп дапг де\ѵі$$е$ ТНеогет“, что каждое 
четное число есть сумма двух простых чисел. 

Интерес Гольдбаха к теорий чисел несомненно 
повлиял на Эйлера. Первое письмо от 24 окт. 
1729 г., которым началась продолжительная и ин¬ 
тересная переписка, было написано Эйлером и 
касалась одного бесконечного произведения. От¬ 
ветное письмо Гольдбаха заканчивалось припискою: 
„известно-ли тебе замечание Фермата, что все числа 
вида 22*~ !'{“1 суть числа простые, при чем он при¬ 
знавался, что не может этого доказать, „как и 
после него, насколько я знаю, никто не доказал11. 
Переписка 1730 г. часто касается того же вопроса, 

а также характера чисел вида 2 х—1. В 1732 г. 
Эйлер представляет в Академию свой первый ме- 
муар, в котором показывает неверность утвер¬ 
ждения Фермата. И позже Гольдбах часто пред¬ 
ставляет на суд Эйлера свои работы по теории чи¬ 
сел, которою он особенно интересовался. Укажу, 
что Гольдбах первый в мемуаре об уравнениях, 
имеющих только несоизмеримые корни, употребил 
термин сопдгииз (сравнимый) в том же смысле, в 
котором он был позже введен Гауссом. 

Первая работа Эйлера была представлена им в 
Петербургскую академию Наук в 1732 г.; за год до 
смерти в 1782 он представил в ту-же Академию 
работу, посвященную вопросу о нахождении тре¬ 
угольника, в котором линии, соединяюшие вершины 
с центром тяжести, выражались бы рациональ¬ 
ными числами, В эти полувека Эйлер изложил свои 
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исследования по теории чисел в ста мемуарах, в 
начатом но не оконченном Тгасіаіиз сіе питегогит 
сіосігіпа и в Алгебре, в которой более половины 

Леонард Эйлер (1707- 1783). 

сочинения посвящены анализу Диофанта. С благо¬ 
дарностью нужно отметить, что в 1844 г. Академия 
предприняла (по инциативе Якоби) издание собрания 
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сочинений Эйлера (Орега тіпога соІ1есі:а) и как пёр“ 
вые два тома этого собрания были изданы внуками 
Эйлера П. и Н. Фуссами при деятельном участии 
В. Я. Буняковского и П, Л. Чебышева, составивших 
систематический указатель мемуаров, два тома Сот- 
тепіаііопез агііНтеіісае соііесіе. Изучение работ 
Эйлера по теории чисел не представляет поэтому 
больших затруднений; только завершение пред* 
принятого Швейцарским Обществом Естествоиспыта¬ 
телей по инициативе международных математиче¬ 
ских конгрессов (Цюрихского, Гейдельбергского и 
Римского) издание сдѣлает возможным удобное 
изучение работ Эйлера в других областях чистой и 
прикладной математики. 
Переходим теперь к анализу работ Эйлера. Я 

разделю их для большого удобства на две группы: 
Л) работы, в которых Эйлер развивает, дополняет 
и обобщает работы своих предшественников—Фер¬ 
мата и Диофанта и />) работы, в которых он ввел в 
теорию чисел новые методы и указал ей новые 
задачи. Работы первой группы можно кроме того 
разделить на работы, примыкающие к теоремам 
Фермата (А,1) и на работы по анализу Диофанта (А,II). 
А I) Какъ было уже указано, первыми вопросами 

теории чисел, которыми заинтересовался Эйлер 
под влиянием Гольдбаха еще в 1730 г., был вопрос 
о характере (иігигп зіпі: ргіті аиі сотрозііі) чисел 
вида 2-п *ѵ'1 и 211 — 1, и в связи с этим вопрос о 
возможности указать сколь угодно большое простое 
число. Этому вопросу посвящена и первая печатная 
работа Эйлера *), напечатанная в 1732 г. и резю¬ 
мирующая работы Эйлера за два года. В ней Эйлер, 

*) Для сокращения цитаг и удобства читателя мы будем 
в дальнейшем только в исключительных случаях приводить 
заглавие мемуара и указывать страницы „СоттеіДаііопез", 
Вообще же ограничимся только указанием номера мемуара 
и года, к которому он относится. 
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давши делитель (64) числа 2 32 1, показывает этим 
ошибочность Ферматовского утверждения, что все 
числа вида 22П~1 суть простые, поправляет также 
ошибку Вольфа, считавшего числа 29 — 1 и 2й— 1 
простыми, но сам ошибается, утверждая, что со¬ 
вершенные числа получаются по формуле 

211 (2П—]) для п--41 и 47. 
Ошибка эта была исправлена в XIX .столетии 

Плана и Ландри, показавшими, что числа 241 — 1 
и 247—1 суть числа сложные *). В конце мемуара 
он дает без доказательства несколько теорем и 
между прочим обобщение теоремы Фермата на 
случай модуля вида п т. 
Мемуар 1732 г. открывает собою ряд мемуаров, 

посвященных доказательству теоремы Фермата и ее 
обобщению в двух направлениях. Во-первых Эйлер 
обобщает теорему Фермата на случай сложного 
модуля, вводя числовую функцию 9 (т), выражаю¬ 
щую число чисел взаимно-простых с т и меньших т. 
По этой обобщенной теореме, носящей имя Эйлера 

а ? (мод. т). 

(См. мемуары XX (1759) и Ш (1775). 

Во - вторых, теорема Фермата является только 
одним наиболее важным результатом созданной 
Эйлером теории степенных вычетов. 
Эйлер дает несколько доказательств теорем Фер¬ 

мата; одни из них, совпадая по идеям с доказатель¬ 
ством Лейбница, основываются на свойствах коеф- 
фиииентов бинома Ньютона; (таково доказательство 
данное в IV. 1736); другие основываются на теории 
степенных вычетов и эти доказательства предста- 

*) Более подробные сведения читатель найдет в книге Люка: 
ТЬеогіе сіез потЬгез ѵ. I р. 374. У него, однако, вкралась 
ошибка: еще до Ландри Эйлер нашел делитель 431 для 
числа 243—1. 



вляют особенный интерес. В мемуаре XIX (1758) 
Эйлер доказывает, что если в ряду остатков от 
деления на простое число р членов геометрической 
прогрессии 

1, а, а", а1-,.... 
(а есть число не делящееся на р), имеется л раз¬ 

личных остатков (аАгг1 (мод. р)), то X есть делитель 
числа р~- 1 или р—1“ПА, где п есть целое число. 

(Теорема Фермата тогда очевидна, ибо из а^-ДІ 
(мод. р) следует ап/^наР~‘Ыі (мод. р)). Рассуждения 
Эйлера в этом доказательстве тожественны с рас¬ 
суждениями, которыми Лагранж в Кейехіопз зиг Іа 
гёзоіиііоп аІдеЬгіяие с1е5 едиаііопз (1770) *) доказал 
теорему, что порядок подгруппы перемещений есть 
делитель порядка группы. Теоремы Эйлера и Лаг¬ 
ранжа составляют частные случаи одной из важ¬ 
нейших теорем теории конечных групп (см. 
дальше гл. X). 
Теория степенных вычетов, важнейший резуль¬ 

тат которой был найден Ферматом, тем не менее 
является в целом созданием Эйлера и ей посвящено 
очень много мемуаров, (важнейшие из них XIX и XX— 
1758, и в особенности XXXV и XXXVII-1772). В 
двух' последних мемуарах он дает определение 
первообразного корня. Эйлер не доказал существо¬ 
вание первообразного корня и не определил число 
их, как это было сделано Гауссом на основании 
свойств Эйлеровской функции ? (т), он не ввел в 
теорию чисел аналога логарифма, как это было 
сделано также Гауссом, но тем не менее теория сте¬ 
пенных вычетов является величайшей заслугою Эй¬ 
лера в области теории чисел т. к. без нее не были- 
бы возможны исследования Гаусса в теории реше¬ 
ния двучленных уравнений, важные и для теории чи¬ 
сел и для высшей алгебры. 

*) Оеиѵгез сіе кадгапде Т. ІИ р. 205*421. 



Теорема Кронекера, по которой решение всех 
целочисленных абелевых уравнений сводится к ре¬ 
шению двухчленных уравнений, еще более вы¬ 
деляет важность теории степенных вычетов и 
первообразных корней в той области исследований, 
которая носит название арифметической теории 
алгебраических величин. Этого громадного значения 
теории степенных вычетов Эйлер не мог предвидеть; 
для него эта теория имела значение главным обра¬ 
зом потому, что он нашел в ней путь для решения 
задачи, которая интересовала его всю жизнь и кото¬ 
рая до него интересовала Фермата и Лейбница и кото¬ 
рою мы для краткости назвали задачею о характере 
числа (Гіаіигат питегогит іпсіадапсіі ргоЫета). 
Из теории степенных вычетов вытекает, что дели¬ 

тели числа вида а4— 1, если ц есть число абсо¬ 
лютно простое, или суть делители числа а — 1 или 
имеют форму 2пя -1 -1 - Применяя это следствие к 
числу вида 2 'л—1, делители которого должны иметь 
форму 62п'I -1, Эйлер в 1772 доказал утверждение 
Фермата, что это число (2147483 647) есть число 
простое (Сот. АгііЬт. I. I. р. 584). 

Решение той же самой задачи Эйлер долго и 
настойчиво искал и по другому пути, исходя из 
теоремы Фермата, по которой простое число вида 
4п-ф-1 единственным образом разлагается на сумму 
двух квадратов, теоремы, которую Эйлер доказал 
в особом мемуаре (XV, 1754), и из аналогичных 
теорем о представлении чисел под видом 

х2 + 2У2> х2 --|-3 у2, х2 ~2уз. 
Эйлер заменил вопрос о представлении числа 

известного вида вопросом о делителях таких чисел 
и уже в 1744 г. дал ряд индуктивным путем най¬ 
денных теорем о делителях чисел вида ра2 + яЬ2 
(VI. 1746) и затем в ряде последовательных мемуа¬ 
ров изучал с той же точки зрения числа, которые 
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суть сумма двух квадратор (XII. 1752), числа формы 
2а2*4~ Ь2 (XIII. 1754), числа формы а2-|-ЗЫ (XXI. 1759) 
и наконец снова числа более общей формы тх2-|~пу2 
и х2-[-ту2. Уже теоремы мемуара 1744 (VI) в сущ¬ 
ности представляют пример и следствия знаменитого 
закона взаимности двух простых чисел в теории 
квадратичных вычетов. В 1772 г. Эйлер в мемуаре: 
„ОЬзегѵаІіопез сігса сііѵізіопет циасігаіогит рег пи- 
тегоз ргітоз“ (XXXIV) (мемуар был напечатан 
только в 1783 в Ори5сиІа апаіуііса), формулировал, 
как в первый раз указал Чебышев в предисловии 
к Теории сравнений в 1849 и затем Кронекер в 
1875 г. (Вешегкипдеп гиг ОезсЫсЫе без Кесіргосііаі:5- 
дезеігез, \Ѵегке Вб II), закон взаимности почти в 
той же самой форме, как это было сделано Гаус¬ 
сом в Оіздиізіііопез агііЬптеІісае, так что Эйлеру 
принадлежит заслуга открытия этой замечательной 
и имеющей громадное значение теоремы теории 
чисел, о которой нам еще не раз придется гово¬ 
рить в следующих главах нашей работы. Мемуар 
1772 г., как показывает его название, посвящен 
рассмотрению вычетов, получающихся от деления 
квадратов на простые числа и к этому вопросу, 
т.-е. к теории квадратичных вычетов Эйлер был 
приведен изследованиями делителей чисел формы 
х2-|-ту2, в которых он видел способ определе¬ 
ния природы числа. Действительно изучение во¬ 
проса о делителях чисел вида х2-(-ту2 сводится 
на решение вопроса о том, для каких чисел р 
сравнение х2 -|- гл о (мод р) может быть решено 
или, употребляя символ введенный Лежандром, на 

определение вида чисел р, для которых (:~) = 1. 

Имея в виду постоянно вопрос о натуре числа, Эй¬ 
лер естественно остановился подробно на тех зна¬ 
чениях произведения гпп в формуле ппх2 пу2, 
которые делают эту форму особенно удобною 
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(ібопеа) для его цели и назвал соответствующие 
числа: питегі ісіопеі. Такими числами являются те 
числа, для которых, как напр. для чисел 1, 2, 3, 
существует теорема: простое число единственным 
образом представляется под видом 

тх2 -' пу- 

так как в таком случае очевидно, что найдя для 
какого нибудь числа N два разложения 

N = та- пЬ- ~~ тс2 , пб2, 

мы заключаем отсюда, что N есть число сложное. 
Применению этих удобных чисел к определению 
природы числа и посвешены мемуары (УХ, ХЦ 
ЬХІН, ІХ\Ѵ, ЬХѴІ — все они относятся к 1778, к 
которому относится и мемуар ЬХІІ — о природе 
числа 1000*-;- З2 т-е 1.000.009). 

Каковы питегі ісіопеі и как велико их число — 
этот вопрос очень интересовал Эйлера. Он изучил 
с необыкновенным даже для него трудолюбием с 
этою целью все целые числа до 10.000 и дальше 
(изцце асі 10.000 еі и Ига. ЬХІѴ) и нашел таких чи¬ 
сел 65. Первые из них: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
12, 13, 15, 16, 18. Последнее из них 1848 и соответ¬ 

ствующая форма х“ • 1848 у" дала ему возможность 
доказть относительно многих чисел, например 
18.518.809, что они суть числа простые (ЬХѴІ, 1778). 
Эйлер более чем какой либо другой великий мате¬ 
матик позволяет изучающему его работы проник¬ 
нуть в лабораторию его мысли, и в этом отношении 
страницы, посвященные им изучению „удобных" 
чисел, представляются наиболее поучительными. 
Найдя 65 удобных чисел, Эйлер естественно же¬ 
лает найти свойства, отличающие эти числа от 
прочих целых чисел, и его работу в этом отноше¬ 
нии можно уподобить работе натуралиста, внима¬ 
тельно изучающего отличие нового вида насеко- 
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мого или ископаемого от других с ним схожих. 
В мемуаре Ц(І (1778) он приводит свои наблюдения: 
1) между удобными числами только шесть суть 
абсолютно-простые числа (2, 3, 5, 7, 13, 37); 
2) только пять чисел суть удвоенные простые, 
3) только 24 числа суть произведения двух простых 
чисел; большинство есть произведение трех или 
большего числа; 4) промежутки между удобными 
числами становятся все меньше; сначала все числа 
до 11 суть удобные; в конце между 1365 и 1848 
нет ни одного удобного числа. Из своих наблюде¬ 
ний Эйлер выводит, что 1848 есть последнее удоб¬ 
ное число и это предположение является для него 
весьма вероятным и в то же время парадоксаль¬ 
ным (іпзідпе рагасіохоп). Утверждение Эйлера 
остается до сих пор ни подтвержденным, ни опро¬ 
вергнутым. Вопрос об удобных числах поставлен 
Гауссом (Оізя, АгііФ. § 303) в связь с классифика- 
циею бинарных квадратичных форм на роды и 
классы, а новейшие работы Вебера указали связь 
этого вопроса с теориею преобразования и ком¬ 
плексного умножения эллиптических функций 
(Н. \А/еЬег. ЕІІірНзсНе Рипсйопеп ипсі аІдеЬгаізсЬе 
2аН1еп. 1891 стр. 475 и его мемуар в МаіЬет. Лп- 
паіеп, В8. 23). 
Указавши ряд работ Эйлера, связанных общею 

целью—решить поставленную Ферматом задачу о 
нахождении абсолютно-простого числа большего 
чем всякое заданное число и изследовать природу 
числа и имевших исходным пунктом две теоремы 
Фермата, отметим теперь исследования Эйлера, 
примыкавшие к другим теоремам Фермата. 
Таковыми были во-первых работы Эйлера, имев¬ 

шие целью доказать теорему Фермата о разло¬ 
жении всякого числа на т т-угольных чисел. 
Эйлер ограничился здесь только частными слу¬ 

чаями о разложении на три треугольные и четыре 
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квадрата (XV* 1754 Ь. III 1775). Общая теорема Фер¬ 
мата была доказана только Коши, в 1815 г. 

Большее значение имели работы Эйлера по по¬ 
воду последней теоремы Фермата. О них мы будем 
иметь случай говорить далее (см. гл. XIV), ограни¬ 
чимся теперь указанием, что Эйлер дал доказатель¬ 
ство двух частных случаев теорем Фермата, дока¬ 
завши методом неопределенного спуска, что сумма 
двух кубов не может быть кубом (Алгебра ч. 2. 
§ 13) и что сумма двух биквадратов не может быть 
квадратом, а следовательно и биквадратом (V. 1 738). 

А. II. Переходим теперь к многочисленным ра¬ 
ботам Эйлера по анализу Диофанта. Классифика¬ 
ция задач и уравнений анализа Диофанта может 
быть основана или на внешнем признаке, например 
на числе уравнений, к которым приводится задача, 
или же на внутренних свойствах задачи. 

В „Іпсіех зузіетаіщие еі гаі$оппё“ арифметиче¬ 
ских мемуаровъ Эйлера, составленном В. Я. Буня- 
ковским и П. Л. Чебышевым, проведена классифи* 
кация по числу уравнений и соответственно этой 
классификации мемуары Эйлера могут быть разде¬ 
лены по следующим вопросам: 

1) определение двух или более неизвестных опре¬ 
делённых одним уравнением. К этому отделу отно¬ 
сится, например, вопрос о решении общего уравне¬ 
ния 2-ой степени и в частности .вопрос о решении 
уравнения Фермата (Пелля). 

2) определение нескольких неизвестных, данных 
двумя уравнениями. Например, задача Фермата, 
заинтересовавшая также и Лагранжа, в которой 
требуется найти два числа определяемые уравне¬ 
ниями 

Х-: у = и* 

х2-{-у2 =ѵ2 
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Эйлер обобщил эту задачу на случай, когда 
ищется более двух чисел, определяемых уравнениями: 

Х-! УТ2-Г.= и2 

X2-’ у2-“-22= V2 

3) определение нескольких неизвестных, опреде¬ 
ленных тремя уравнениями, например ргоЫета 
сШісіІІітит — найти прямоугольный треугольник, 
в котором каждый из катетов, уменьшенный на 
площадь, есть квадрат. Задача приводится к ура¬ 
внениям: 

2 хі — ху іГ, уг — ху —- ѵЗ 4 х" - у" \ѵ" 

4) Задачи, приводящиеся к случаю четырех и 
более уравнений. Например ргоЫета ОіорНапіеит 
зіпдиіаге: найти два числа, произведение которых 
делается квадратом, как по прибавлении, так и 
по вычитании того или другого числа (ХЬѴІ 1774). 

5) Особую группу задач представляют те задачи, 
в которых напротив число условий превышало 
число неизвестных. Сюда относятся задачи о по¬ 
строении магических квадратов;- сюда относится 
также мемуар: ргоЫета аІдеЬгаісит оЬ аГГесИопез 
ргогзиз зіпдиіагез тетогаЬПе (XXX. 1770), где ре¬ 
шается интересная как по содержанию так и по 
методу решения, основанному на теории преобра¬ 
зования координат, задача о нахождении девяти 
чисел 

Я В С 
О Е Р 
С Н I 

удовлетворяющих 12 условиям: 

А2 ' О2 '-а* = 1 АВ-|- йЕ г ОН — о 
в2-і-е2+н2г=і Ас+ьр-і-аі =0 
Сй-гР“Ч-1* =1 вс ЕР 4 Ні 
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Л2+В!-К!.-1 /Ш ! - ВЕ -Ь СЕ — о 
В-\1_Е2-: р-=-1 ДО -; - ВН О - О 
а2 ; ьг г- і сю-’-ен н =0 

и две аналогичные задачи о нахождении 16 чисел, 
удовлетворяющих 22 условиям и 25 чисел, удо¬ 
влетворяющих 35 условиям. В своем знаменитом 
мемуаре „О непрерывных дробях14 (Сочин. т. I 
стр, 226) П. Л. Чебышев, доказавши ортогональ¬ 
ность знаменателей подходящих дробей, получаю¬ 
щихся при разложении в непрерывную дробь функции 
Г (У.) Ѳ2 (ѵ.) 

— і указал на то, что задача о нахождении 

ортогональных чисел была предметом указанного 
мемуара Эйлера, который является таким образом 
прототипом работ по теории ортогональных чисел 
и функций. 
Сам Эйлер в введениях к некоторым своим ме¬ 

муарам иначе классифицирует задачи и эта клас¬ 
сификация оправдывается алгебраическими иссле¬ 
дованиями XIX столетия. Эйлер выделяет в особую 
группу те задачи, которые допускают общие 
формулы, т.-е. задачи, приводящиеся к уравнению 
Р (х, у) о, для которого х и у могут быть выра¬ 
жены рациональными функциями одной перемен¬ 
ной 1, т.-е. к уравнению, определяющему алгебраи¬ 
ческую функцию рода 0. Таково общее уравне¬ 
ние 2-й степени от двух неизвестных. Это уравне¬ 
ние представляется наиболее простым и по клас¬ 
сификации Буняковского и Чебышева. Его реше¬ 
нию Эйлер посвятил несколько мемуаров (И. 1732, 
XXII. 1759. XXXIX. 1773, ХИ 1773; также алгебра 
часть 2 § 6). 
Лагранж указал позже в одном из своих замеча¬ 

тельных мемуаров по теории чисел на неполноту 
метода Эйлера. Во первых, говорит Лагранж, Эйлер 
всегда предполагает, что уже известно одно ре- 
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шение, и цель его заключается в том, чтобы вы» 
вести все решения из этого единственного. Между 
тем из одного решения можно вывести только те 
решения, которыя принадлежат к известной группе 
решений, связанных с данным решением. Второй 
недостаток метода Эйлера, на который указал 
Лагранж, заключается в том, что этот метод не 
дает способа различать целые и дробные значе¬ 
ния в формулах, выражающих х и у. Полное реше¬ 
ние уравнения дано Лагранжем в 1777 г. 
Во вторую группу Эйлер выделял те задачи, ко¬ 

торые или дают одно единственное решение или 
позволяют вывести с помощью некоторого алго¬ 
рифма из этого решения другие, но не -дают 
общих формул. Примером таких задач, является 
задача о нахождении трех чисел, сумма кубов ко¬ 
торых равнялась-бы также кубу. (XIV*. 1754). 
Наконец в особую группу Эйлер выделял те за¬ 

дачи, которыя, будучи по существу неопределенными, 
кажутся более чем определенными. Такова задача, 
которая рассматривается в мемуаре XVIII. (1756): 
найти три числа так, чтобы, прибавляя каждое из них 
к произведению двух других, получался квадрат 
(ху-{-2= и-2, хі", ■ у - ~ ѵ ", уі ' х - -\ѵ2). Эйлер по¬ 
казывает, что можно прибавить еше пять других 
УСЛОВИЙ (ху-| X --у, Х2 X ’-2, уг у 2, Ху ; Х2 |-у2, 

ху-|~Х2-]-у2-;-х--,-у . 1 должны быть также квад¬ 
ратами) и однако задача не перестает быть не¬ 
определенною. 
Рассмотрение подобных вопросов по мнению Эй¬ 

лера составляло предмет „Поризм“ Диофанта. 
Интерес Эйлера к анализу Диофанта в значи¬ 

тельной степени объясняется тою аналогиею, кото¬ 
рая существует между методами решения задач 
неопределенного анализа и задачами неопределен¬ 
ного интегрирования. 
Сеіегит апаіузіз виЫітіог Іапіит сІеЬеі теіЬосіо 
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ОіорЬапіеае, и* пе&із ѵісіеаЫдг ваш реаИ:ц$ герисііаге 
(XXX. II. С. Я. I р. 450). Подробнее ту-же мысль раз¬ 
вивает Эйлер в интересном мемуаре, не вошедшем в 
Согптепіаііопез соііесіае: „йе теіЬосІо ОіорЬапІеае 
апаіода іп Апаіузі іп1іпіі:с:ит“ (ГЯоѵі Соттепѣ Яс. 
Реіх. 1754 (напеч. 1760), где он проводит аналогию 
между задачею найти целые числа х, у и г так, чтобы 

\ х~ уу2 — г и задачею о нахождении ректифици¬ 
руемых алгебраических кривых, т.-е. задачею о на¬ 
хождении рациональных функций х, у так, чтобы 

/ У сіх^-рсіу2 выражался алгебраической функцией. 
В введении к этому мемуару Эйлер прилагает свой 
общий взгляд на анализ Диофанта, который 
является для него методом избавления от иррацио¬ 
нальности (теіѣосіиз іггаііопаіет іоііепбі). 
Интерес Эйлера к Диофанту виден из того места 

которое он отвел ему в своей алгебре.*) 
В то время как алгебре, т.-е. определенному ана¬ 

лизу посвящено 560 стр. в издании 1770, неопре¬ 
деленный анализ занимает 322 стр. и эти страницы 
чрезвычайно интересны. Лагранж писал о них 
Д‘Аламберту 26 аид. 1770: „ЕПе (т.-е. вся алгебра) 
пе сопііепі: гіеп сГіпіегеззапі: ди’ип ітаііё зиг Іез 
Яиезііопз сіе ОіорЬапіе диі езі а Іа ѵегііё ехсеІІепГ. 
Послѣ простых, почти детских примеров (гл. 1) и 
задач на так называемое Кедиіа Соесі (гл. 2), Эйлер 
переходит в третьей главе к общему алгебраиче¬ 
скому уравнению с двумя неизвестными и рас¬ 
сматривает (гл. 4 и 5) уравнения а ’ Ьх -ф- сх 2 у 2 
и уравнения ах2-,г-Ъ = у2 (гл. 6). Въ 7-ой главе 

*) Ллгебра появилась сначала в русском переводе в 1768, 
потом в немецком оригинале под заглавием „ѴоІІзІапсЛде 
Япіеііипд гиг А1деЬга“ (1770). В 1774 г. появился французский 
перевод алгебры с замечательными приложениями Лагранжа. 
В 1812 г. акад. Висковатов приготовил новое издание Первой 
части алгебры с своими примечаниями, изданное уже после 
его смерти. 
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ондаетдлярешенияуравненияФерматаап 24-1=гГп 2 
не свою методу, данную им в 1765 в мемуаре 
Бе изи поѵі аІдогііЬті, но методу Валлиса. Три 
следующие главы содержат решение уравнений 
а~|~Ьх-|-сх 2—[-сіх :ч~~у 2,а~|-Ьх~[~сх 2-|- сіх 3 -рех 4—у 2, 
а + Ьх + сх 2-[-сІх г>--у 3. В тринадцатой главе до¬ 
казывается - невозможность решения уравнения 
х‘4ѵу і~г2 и в последней 15-ой главе, невозмож¬ 
ность решения уравнения х 3у 3 — г 3. Эйлер 
пользуется при этом методою неопределенного 
спуска. 
Вторая часть алгебры Эйлера в французском 

издании 1774 г. была дополнена замечательными 
нотами Лагранжа *) и это сочинение весьма способ¬ 
ствовало распространению интереса к анализу 
Диофанта. 
Б.) Теория чисел обязана Эйлеру не только доказа¬ 

тельством, обобщением и развитием теорем и задач 
поставленных Ферматом. Обогативши теорию бес¬ 
конечных строк и произведений многими важными 
результатами (мы еще упомянем о его роли в 
учении о гипергеометрической строке, ему же при¬ 
надлежат основные теоремы в теории функций Г) 
Эйлер не мог не обратить своего внимания на 
вопрос о приложении высшего анализа к теории 
чисел и ему несомненно принадлежат первые ра¬ 
боты в области, которая носит теперь название 
аналитической теории чисел и в XIX столетии, бла¬ 
годаря работам Лежен-Дирихле, Риманна, Кроне- 
кера и мн. др. стала одною из наиболее интерес¬ 
ных и важных областей чистой математики. 
Я могу остановиться только на некоторых наи¬ 

более интересных и важных теорёмах Эйлера. 
Из легко доказываемого соотношения между 

бесконечным произведением ГГ (1 : (1—р5)), распро- 

*) Ьадгапде. Ѳеиѵггё і. 13 р. 181, 191. 
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страненным на все абсолютно-простые числа р и 
бесконечною строкою 2ц -Д-, распространенною 
па всецелые числа п: 

г‘» - 

Эйлер выводит (см. іпітосіисііо іп апаіузіп ІпПпі- 
Іогит Сариі XV. 1748) доказательство теоремы 
громадной важности для теории чисел: существо¬ 
вания бесконечного множества простых чисел. 
[Так-как при 5 = 1 бесконечная строка становится 
расходящейся и сумма ее превосходит всякое сколь 
угодно большее число, то и произведение не может 
быть конечным, т. е. состоять из конечного числа 
множителей; следовательно и число простых чисел 
не может быть конечным]. На это доказательство 
Лежен-Дирихле впоследствии указывал как на 
первый пример приложения анализа к теории 
чисел, указавший ему путь к доказательству теоремы, 
что в арифметической прогрессии тх -рг, где т и г 
суть числа взаимно-простые, число простых чисел 
бесконечно велико, а также и к определению числа 
классов бинарных квадратичных форм. Бесконечная 
строка 2 рассматриваемая как функция от з, 
играет большую роль в исследованиях по теории 
чисел и до сих пор служит предметом многих 
исследований. 
Другое соотношение между бесконечным произ¬ 

ведением и бесконечною строкою 

Нн (1-х) 
ЗпѴ п 

---* 

привело Эйлера к замечательной формуле: / (ГІ) = 
/(N-1)4 /(И — 2) — / (ІЧ — 5) — /(ГІ — 7)4 

/(N-12)4-/(Г? —15)-/(N-22)... (где 1, 2, 5, 
7, 12, 15, 22... суть пятиугольные и обобщенные 
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пятиугольные числа (выражающей интересное 
свойство числовой функции /(ІЧ) — суммы всех 
делителей числа N *). 
Но в особенности большое значение имеют со* 

отношения между бесконечными строками и бес¬ 
конечными произведениями для аддитивной теории 
чисел, т.-е. для решения вопроса о разбиении чисел 
(рагііііо питегошт). Прототипом задач этого рода 
можно считать задачу о гирях, другими словами 
задачу о том, как взять числа а], а:>, а3,... так 
чтобы всякое число могло быть представлено под 
видом суммы (арифметической или алгебраической) 
этих чисел. Эта задача находится в „БіЬег аЬасі“ 
Фибоначчи **). Затем до Эйлера повидимому ***) 
вопросом о разбиении чисел занимался только Лейб¬ 
ниц. Сохранился среди его рукописей листок от 
1674 г., где он замечает, что число 3 допускает 3 
разбиения (сііѵиізіопез), 4 — 5 разбиений, 5—7 и 
наконец 6—И разбиений. Получающиеся при этом 
абсолютно простые числа могут навести на мысль 
об общем законе, но уже 7 допускает 15 разбиений; 
ехетріит тетогаЬПе ГаІІепііз іпсіисііопіз—припи¬ 
сывает Лейбниц. В 1699 г. он спрашивает Иоганна 
Бернулли ****): Ап ипяиат сопзісіегазіі питегит 
сіізсегрііопит ѵеі сііѵиЫопит питегі сіаіі... ѵісіеіиг 
тіНі еіи$ беіегтіпаііо поп Гасіііз еі Іатеп сіідпа 
циае ЬаЬеаІиг“ *****). Эйлер заинтересовался этим во¬ 
просом по инициативе проф. Науде и первые ис¬ 
следования его по этому поводу относятся к 1741 г. 
и помещены в невошедшем в „Соттепіаііопез 

*) См. Введение в анализ вып. I. 
*”) Издание принца Бонкомпаньи Рим 1857 г. с. 297. 

***) ВіЫіоіЪеса таИіет. III. 13 р. 352 (заметка Энестрома). 
****) .0. МаНЬке. ЬеіЬпііг аіЛ сіег ЗисНе пасЬ еіпег аііде- 

теіпеп РгітгаЫдІеісііипд. ВіЫі. таіН III. 13 р. 37. 
*****) кеіЬпііг^пз МаІЬетаіізсНе ЗсЬгіЙеп Негаизд. ѵоп 

ОегЬаГш ба III, 2 (НаІІе. 1856). 
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соііесіае" мемуаре: „ОЬзегѵаІіопез апаіуіісае ѵагіае 
сіе сотЬіпаі:іопіЬи$“. В „ІпігосІисіііо іп Япаіузіп іп^- 
тіІ:огит“ вопросу о разбиении чисел посвящена 
16-ая глава. В Соттепіаііопез соі1есі:ае первый 
мемуар, посвященный этому вопросу, относится к 
1750 (IX) (см. также мемуары XXVII (1768), ХЬѴІІІ 
(1774) и ХиіІ (1773)). 
Ограничимся указанием только двух, трех важней¬ 

ших результатов найденных Эйлером. 

Разложение произведения 
Р (г)—(1~-хг) (1 -~р х -2) (1! хГ12)..в 

в бесконечную строку дает строку 
ѴУ 7 111 — У А У п 7 ш -1 ГѴтХ Ъ 

в которой коеффициент Яп.т есть очевидно число 
способов, которыми можно составить число п из 
т неравныхъ слагаемых, взятых в ряду чисел 1, 2, 3,... 

Для определения многочлена Хт =■= - Ап.ш Х?1 мы мо¬ 
жем воспользоваться очевидным равенством: 
(І -'-хх) р(хг)~р(2) т.-е. (І - ,-х2) (1 —X, хг 

Х2 X3 г^.-Хя х3 23-і-.) 1 Ха2-:-Х, 2~ - (- 

-, - Ху г \ -.. откуда легко получается 
м (т -- - П 

у „ х __ 

~ "о — хні~ - х;..(і - -хм) ~ 

Отсюда выводится теорема: Положительное це¬ 
лое число п может быть составлено из т неравных 
слагаемых столькими-же способами, сколькими 
число п — может быть составлено из рав¬ 

ных или различных слагаемых из ряда чисел 1,2,... т. 

Подобным-же образом рассмотрение про^зведе- 

ния дает теоРемУ: по¬ 

ложительное целое число п может быть составлено 
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из т равных или различных слагаемых столькими-же 
способами, сколькими число п—т может быть со¬ 
ставлено из равных или различных слагаемых .из 
ряда чисел 1,2,... т. 
Сравнение же этих двух теорем дает легко третью 

теорему: число N - - п т может быть столько-же 
раз составлено из пт равных или различных сла¬ 
гаемых, сколько раз число п 01 ь --- N 

- тп (пі—Н 
I-2 может оыть составлено из пт различных 

слагаемых. 
В историческом отношении большой интерес 

представляет письмо Эйлера к Гольдбаху от 
17 августа 1750 г. *), в котором Эйлер по поводу 
теоремы Фермата — всякое число может быть 
разложено на сумму четырех квадратов—выражает 
мысль, что наиболее естественный путь к доказа¬ 
тельству этой теоремы есть рассмотрение бесконеч- 
нойстроки, „Если-6ы мы могли показать, что,(1Чг/я^н1 

; - х4 -1 х9 - !-х 16 ^ ...V содержит все степени х, то 
теорема Фермата 6ыла-6ы доказанаЭто предпо¬ 
ложение Эйлера было подтверждено исследова¬ 
ниями Якоби в теории эллиптических функпий. В 
основном для этой теории сочинении „РштсЬатепІа 
поѵа Феогіае ішпсбопит еШрбсагит" (1826). Якоби 
дает бесконечные строки для выражения периодов 
к и к' эллиптических интегралов, расположенных 

по степеням ^ е к* По одной из этих 

строк у 2_к 1 - 2ц - 2я ? 2<\'' , 2^ 

О - 4к" [і 2к1 В другой строке для — I I _ I находятся дей¬ 

ствительно все степени переменной Но сравне¬ 
ние этих двух строк не только дает доказательство 

*) Соггеяропёапсе ѵоі. I, р. 530. 
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теоремы Фермата, предсказанное Эйлером; оно 
дает вместе с тем и число способов, которыми вся¬ 
кое число N может быть разложено на сумму че¬ 
тырех квадратов. 
Изучаемые в теории эллиптических функций раз¬ 

ложения в бесконечные строки и бесконечные про¬ 
изведения функций „тета“ и функций „омега“ [функ¬ 
циями омега английский ученый С Смит предло¬ 
жил называть функции от одного аргумента, полу¬ 
чаемые из функций Тета от х и ц, придавая х ча¬ 
стные значения *)] являются неисчерпаемым источ¬ 
ником арифметических теорем, как это прежде всего 
показал сам Якоби. Якоби, а также вслед за ним 
Лиувилль показали, что многие из этих теорем 
могут быть доказаны чисто арифметическим путем. 
В высшей степени замечательные результаты были 
получены из теории эллиптических функций (теория 
модулярного уравнения и теория комплексного ум» 
ножения)Эрмитом и Кронекером; последний в ряде 
мемуаров, напечатанных в 1857 — 1863 г., дал зна¬ 
менитые восемь формул, дающих возможность опре¬ 
делить число классов квадратичных бинарных форм 
отрицательного определителя. Позже в мемуарах 
„2иг ТНеогіе 8ег еІІіріізсНеп Рипсііопеп", напеча¬ 
танных в издании Берлинской Академии в конце 
восьмидесятых и начале девяностых годов, Кронекер 
снова возвратился к этим вопросам для того чтобы 
доказать и обобщить найденные ранее теоремы. 
Арифметические приложения теорий эллиптических 
функций составляют одну из наиболее интересных 
областей современной математики, в которой ис¬ 
следования далеко еще е законченны **). Тем более 

*) Смотри его крайне интересный мемуар: Метоіг оп іЬе 
ТНеІа ап<3 отеда КшсИопз сМаЙі. рар. ѵ. П р. 415—623). 

**) Желающих подробнее познакомиться с этою областью 
отсылаем к „Керогі оп Ше іЬеогу о? питЬегз рагі VIй. $1.. 
5тШѴѳ ОѴогкз. ѵ, 1. р. 289, 365) и к. сочинению П. С. Нази» 
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важно отметить, что первый результат полученный 
в этой области принадлежит Эйлеру. 
Выше упомянутое равенство, найденное Эйлером 

в 1741 г. 

II (1 ~ (-1)НІх 

есть действительно одна из теорем теории функций 
омега, Эйлер показал вместе с тем, что из легко 

п-СО т™ оо 

доказываемого равенства II (1 -}-х п). И (1 — хѵ)=1 

(п принимает все целые значения 1, 2, 3, 4,... тогда 
как ѵ принимает только нечетные) вытекает сле¬ 
дующая интересная теорема теории разбиения чи¬ 
сел: каждое целое число может быть столько-же 
раз составлено из различных слагаемых, сколько и 
из равных или различных нечетных слагаемых. 
Теория разбиения чисел, созданная Эйлером, сво¬ 

дится к вопросу о решении неопределенного уравне¬ 

ния а3 х1 Н~а2 х2 -’-а^Хп—N и приводится к 
изучению производящей функции 

1 

О (Т) 
и к нахождению в ее разложении в строку коеффи- 

циента члена Iх. Она далеко не закончена, хотя и 
была в XIX столетии предметом изучения многих 
математиков преимущественно английских: Кэли, 
Сильвестра, Макмагона и др. Один из наиболее важ¬ 
ных результатов, полученных Кэли, состоит в утвер¬ 

ждении, что коеффиииент члена Iх в разложении 
функции(Т) может быть всегда представлен под видом 
Со (Іі) + Сі (Л) Nс2 (Л) с„~,. (ІІ) №~\ 

мова. О приложениях теории эллиптических функций к тео¬ 
рии чисел. Москва. 1885. См. также ВасЪтапп. ЯпаІуіізсНе 
ІаЫепіНеогіе. Цеірг. 1894. 
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где сиі с^.. сп -і суть числовые периодические 
функции от 14. Желающих ближе познакомиться с 
теориею разбиения мы отсылаем к сочинениям 
ВасЬтапп'а: Лсісііігіѵе 2аЫепіИеогіе. Ьеірг. 1901 и 
ІЧеііо. ЬеИгЬисЬ сіег КотЬіпаіюгік. 1_еір2. 1901. 
Наравне с приложением теории бесконечных 

строк и произведений Эйлер занимался и приложе¬ 
нием теории непрерывных дробей, которой развитие 
обязано ему очень многими важными теоремами и 
формулами *). Эту теорию он приложил с одной 
стороны к решению неопределенного уравнения 
1-й степени, с другой стороны к решению того 
уравнения, которому он дал название Пеллев- 
ского. 
Наше, по необходимости сжатое, изложение ре¬ 

зультатов и методов Эйлера достаточно однако ду¬ 
мается для того, чтобы выяснить значение Эйлера 
в истории теории чисел и побудить интересующихся 
этою наукою к изучению „Согптепіаіюпез соГ 
1ес*ае“. Но изучение сочинений Эйлера имеет и гро¬ 
мадное педагогическое значение. „Ызег, Нзег Еиіег— 
с’езі: поіте тайте а і:ои$“ говорил Лаплас и на¬ 
стойчиво внушал ту ж$ мысль своим слушателем 
в С. Петербургском университете Я. Н. Коркин. В 
то время как многие великие математики и во 
главе их Ньютон и Гаусс представляют результат 
своих работ в вполне законченном виде, поражаю¬ 
щем начинающего читателя, часто шже скрывают 
путь которым они шли, Эйлер напротив, много раз 
возвращаясь к одному и тому же вопросу и посте¬ 
пенно отделывая его решение, вводит читателя в 
лабораторию математической мысли. С другой сто¬ 
роны необыкновенное богатство, остроумие и 
изящество преобразований ставит Эйлера на первое 
место в ряду аналитиков—вычислителей. 

'") См. Реггоп. Оіе ЬеКге ѵоп сісп КеДелЬгисЬел. >913. 
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Изучение арифметических работ Эйлера облегчено 
изданием „Соттепіаііопез Агі1:Ьте1ісае“. По 
инициативе международных математических кон¬ 
грессов Цюрихского (1897), 3-го Гейдельбергского 
(1904) и 4'го Римского (1908) было предпринято 
издание всех его сочинений. Война задержала за¬ 
вершение грандиозного дела, но оно не может не 
быть рано или поздно доведено до конца. Когда 
оно будет закончено, Эйлер встанет во всю вели¬ 
чину своего математического гения и математики XX 
и многих следующих столетий будут находить изуче¬ 
ние Эйлера столь же поучительным, как его на¬ 
ходили математики Х!Х-го века. 

VIII. 

Лагранж и Лежандр. 

В блестящем докладе, прочитанном на Парижском 
международном конгрессе 1900 г. покойный Пуанкаре 
провел интересную параллель между математиками 
двух типов, противоставляя Вейерштрзса и С. В. 
Ковалевскую, как представителей математиков-логи- 
ков, Риманну и Клейну, представителям математи¬ 
ков, главная особенность и сила которых заклю¬ 
чается в развитии интуиции. Другой французский 
ученый Дюгем в своем сочинении: „ТНёопе$ сіе Іа 
рЬуз^ие'4 посвятил интересную главу различию двух 
типов ума: ума глубокого и ума широкого (езргіі 
ргоіопсі еі езргй: атріе); ярким представителем ши¬ 
роких умов представляется Дюгему Наполеон. Не¬ 
трудно найти в истории математики многие примеры 
этого различия. Сравните Пуанкаре и Коши, работы 
которых касаются всех областей чистой и приклад¬ 
ной математики и проливают яркий свет на самые 
разнообразные и трудные вопросы, с Лобачевским 
и Георгам Кантором—-создателями неевклидовой гео¬ 
метрии и теории множеств, сосредоточившими всю 
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силу своего глубокого ума на своих гениальных 
созданиях. 
Можно по моему мнению провести и иное раз¬ 

личие между крупнейшими математиками трех 
"последних столетий. Одним—наша наука обязана 
преимущественно нахождением путем гениальной 
интуиции и индукции-новых математических фактов, 
открытием новых методов доказательства и иссле¬ 
дования, расширением своих границ, созданием но¬ 
вых областей науки. Другим, напротив, наука главным 
образом обязана тем, что всюду, куда ни проникал их 
математический гений, они искали и находили общие 
идеи и основные начала, строили, исходя из неболь¬ 
шого числа таких начал, гениальные дедуктивные 
системы и сближали области науки, повидимому не 
имеющие ничего общего, но при более глубоком 
проникновении в их сущность основанные на однех 
и тех же общих идеях. Эйлер с одной стороны. 
Лагранж с другой являются яркими представителями 
этих двух математических типов. 
Мы знаем давно, что Эйлер положил основание 

и теории степенных вычетов и теории эллиптических 
интегралов и теории движения твердого тела и 
вариационному исчислению и наконец анализу поло¬ 
жения (Дпаіузіз 5Ііиз). За последние десятилетия 
внимательное изучение его работ открыло новые 
места его сочинений, показывавшие глубину и 
разнообразие его мыслей (изучение роста функций, 
теория функций наименее уклоняющихся от нуля, 
основные уравнения в частых производных теории 
функций от комплексной переменной, начатки теории 
гипергеометрических уравнений, наконец (см. выше), 
закон взаимности двух простых чисел). Мы стара¬ 
лись показать в предыдущей главе, как Эйлер по¬ 
добно натуралисту настойчиво собирал и подмечал 
математические факты, искал их в самых разно¬ 
образных направлениях, одинаково интересуясь и 
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Жозеф-Луи Лагранж (1736—1813), 

Иной характер носят все работы Лагранжа (1736— 
1813) в теории чисел. Он занимался ею сравни¬ 
тельно недолго и немного и не обогатил ее боль- 
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ш-им количеством новых теорем, не открыл в ней 
новых областей исследования, но он внес в нее 
характерное для него стремление к отысканию 
общих начал. Гениальному автору Аналитической 
Механики, ученому, который первый открыл 
истинную природу теории решения алгебраи¬ 
ческих уравнений, сведя ее на изучение инвариан¬ 
тов групп перемещений букв и проложил таким 
образом путь к исследованиям Галуа, Жордана 
и Кронекера, теория чисел обязана несомненно 
основанием теории бинарных квадратичных форм: 

ах“ - Ьху су ", явившейся прототипом общей 
арифметической теории форм. В то время как 
Эйлер рассматривал почти исключительно выра¬ 

жения вида гтѵх" * пу~ *), Лагранж рассматривает в 
важнейшем из своих мемуаров по теории чисел, 
изучение которого и теперь представления необык¬ 
новенно плодотворным, КесЬегсНе5 сГАгііНтёііяие 
(Оецѵгез і. ІИ р. 691—795), вопрос о делителях чи¬ 
сел, которые могут быть представлены под видом 
ВГ-4-Ои~і~Оіі2 и, как мы увидим дальше,/вводит 
в эту теорию основные и характеристические для 
всей теории чисел идеи о классе и представителе 
класса (приведенная форма). 
Лагранж занимался теориею чисел сравни льно 

недолго (1768—1777), занялся ею, как он пишет 
к Д’Аламберту ..роиг сііѵегвіГіег ип реи те5 
ёіибез" и, как видно из того-же письма, заинтере¬ 
совался внесением общих начал в ту часть анализа 
Диофанта, которая занимается теориею квадратных 
количеств (без оиапГДёз саггеёз) т. е. решением 

*) Только в мемуарах, в которых Эйлер доказывал, что 
сумма двух кубов не может быть кубом Сем. напр..ХХІ 1759), 
он поставил в тесную связь формы гл2 —3 п2 и т2 тп + п*, 
принадлежащие, употребляя терминологию Гаусса, к одному 
классу форм определителя—3, 
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неопределенных уравнений 2-ой степени *) Он 
скоро заметил, что решение общего неопределенного 
уравнения 2-ой степени Ах^'-Вху-рСу2 ! Дх - 
4-Еу-рР = 0 сводится к решению уравнения Фер¬ 
мата, которое он, подобно Эйлеру, называл уравне¬ 
нием Пелля и которое он считал ключом решения 
общего уравнения (Іа сіеі сіе Іа гезоіиііоп). **) Этому 
уравнению посвящена его первая работа, вполне 
закончившая вопрос и основанная на теории непре¬ 
рывных дробей, которую он приложил, как изве¬ 
стно, также к решению определенных уравнений 
в сочинении „Рёзоіиііоп сіез еяиаНопз питег^ие$“. 

Лагранж доказал, что уравнение Г—Аи ~ = 1 
при А не полном квадрате всегда имеет решение. 
В мемуарах, „5ит Іа зоіиііоп сіез ргоЫётез іпсіе- 

ьегттёз сіи зесопсі с!едге“ и „ГІоиѵеІІе тёііюсіе 
роиг гезоибге Іез ргоЫетез іпсШегтіпёз еп потЬгез 
епііегз". (Оба мемуара (1769--1770) находятся во 
2-м томе полного собрания сочинений, а также 
и в приложениях к алгебре Эйлера (1774), он рао 
сматривает снова и решает вопрос об обшем 
уравнении. 
Важнейший, как мы сказали, из его мемуаров: 

КесЬегсЬез сГАгНЬтейцие (1773— 1775) посвящен 
уравнению частного вида 

Ах" Вху ’ Су" N 

т. е. вопросу о числах, которые могут быть пред¬ 

ставлены под видом Ах2 Вху — Су2 и о делителях 
этих чисел. По основной теореме (іЬёогёте 111) этого 
мемуара, рассмотрение формы Ві2-{- Сіи Ои2, (где 
і и и суть числа взаимно простые и для которой 
выражение 4 ВО — С2 =- Д (это выражение со вре- 

*) Оеиѵгез. Ѵоі. Х111. Соггезропсіапсе. 
**) Зоіиііоп сГип ргоЫете сі’атШнпёіЦие (1768—Оеиѵгез 

ѵ. I р. 671). 
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мен Гаусса носит название определителя формы) 
может быть заменено рассмотрением формы Ру24“ 
Оу*-]- Кг2 того-же определителя (4 РК — О2 = Л), 

но в которой абсолютная величина коеффициента 
О не больше и абсолютной величины Р и абсолют¬ 
ной величины К. Эта равнозначность по отноше¬ 
нию к вопросу о представлении чисел (эквивалент¬ 
ность—Гаусс) является следствием того, что первая 
форма может быть преобразована во вторую, неко¬ 
торым специальным линейным преобразованием. 
Следствием этой теоремы является метод для при¬ 

ведения форм одного и того-же определителя к наи¬ 
меньшему числу т. к. из основной теоремы легко вы¬ 
водится, что в случае Д > 0, абсолютная величина 

О должно быть меньше \ А, а в случае Д < О 
г з 

меньше у?. В том и другом случае т. к. О 

должно быть целым числом, то оно может прини¬ 
мать только конечное число различных значений. 

Так как 4 РК— О2— Д и так как Р и К должны 
быть также целыми числами, то и они допускают 
только конечное число различных значений. Таким 
образом получается конечное число выражений 
вида Ру2 Оуг + Кг2, могущих быть делителями. 
В случае Д > 0 без труда доказывается, что эти 

выражения различны т. е. могут представлять только 
различные числа. Случай А < 0 представляет 
большую трудность, но в преодолении этой труд¬ 
ности особенно проявляется математический гений 
Лагранжа. Его метод приведения по существу сов¬ 
падает с методою данною позже Гауссом. 
Вторая часть мемуара посвящена определению 

форм линейных делителей. Здесь решение Ла- 

*) См. Чебышев. Теория сравнений стр. 151. 
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граяжа не полно и этот недостаток объясняется тем, 
что ему был неизвестен закон взаимности простых 
чисел. Тем не менее весь мемуар Лагранжа является 
одним из важнейших этапов в развитии теории 
чисел. В нем ітр1ісіі:е содержалось уже понятие 
о классе и представителе класса и таким образом 
был заложен тот фундамент, на котором через 
четверть века Гаусс построил современную ариф¬ 
метическую теорию форм. 
Место не позволяет мне столь же подробно по¬ 

знакомить с содержанием других мемуаров Ла¬ 
гранжа, посвяшеиных теории чисел, и я ограничусь 
только перечислением главных результатов в них 
заключающихся. 1) В мемуаре: Гіоиѵеііе теіЬосІе 
роиг гёзоибге Іез ргоЫётез іпсіеіегтіпёз еп потЬгез 
епйегз (1768. Оеиѵ. ѵоі И) он дает теорему, опре¬ 
деляющую высший предел числа решений сравнения 
Р (х)~0 (мод т). 2) В мемуаре: „Оетопзігаііоп 
сі’ип іЬёогёте поиѵеаи сопсегпапі: 1е$ потЬге5 
ргетіегз“ (1771. Оеиѵ. ѵ. ІІІ) он дает два доказа¬ 
тельства знаменитой теоремы Вильсона- Варинга, 
опубликованной последним в 1770 г. в сочинении 
Мебііаііопез аІдеЬгаісае (СатЬгісіде) 3). В мемуаре 
Оётопзігаііоп сГип Шеогете сі’ЙгііЬтёіідие (1770 
іЬібет) доказывается теорема Баше, по которой 
каждое число есть сумма четырех квадратов. 4) По¬ 
следний из его мемуаров (5иг диеідиез ргоЫётез 
сіе Гапаіузе сіе ОіорЬапіе“ (1777. Оеиѵ. IV) посвя¬ 
щен задаче Фермата, интересовавшей также и 
Эйлера: найти наименьший прямоугольный тре¬ 
угольник, в котором как гипотенуза так и сумма 
катетов есть квадрат. Употребляя метод неопре¬ 
деленного спуска, Лагранж доказывает верность 
утверждения Фермата, что наименьший прямоуголь¬ 
ный треугольник имет катетами 1061652293520 и 
4565486027761, тогда как Эйлер доказал только, 
что эти числа удовлетворяют задаче. Лагранж ви- 
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димо очень интересовался задачами анализа Дио¬ 
фанта. В „приложениях к алгебре Эйлера" не¬ 
сколько параграфов посвящено задачам этого типа, 
между прочим (§ VI) двойным и тройным равенствам. 
Люка *) сообщает, что Лагранж имел намерение 
издать арифметику Диофанта с примечаниями, по¬ 
ясняющими замечания Фермата; работа эта не была 
им закончена, но рукопись четырех первых глав 
сохраняется в библиотеке Института. Нам неиз¬ 
вестно, интересовался ли кто нибудь после Люка 
этою рукописью. 

„Приложения к алгебре Эйлера", сделанных Ла- 
гранжем и изданныя в Лионе в 1774 (второе 
издание в Париже 1807 г.) представляют громад¬ 
ный научный интерес. Каждый из 9 параграфов 
этих приложений заслуживает и до сих пор внима¬ 
тельного изучения. § 1 посвящен теории непрерыв¬ 
ных дробей и ея приложениям к приближенному вы¬ 
числению. В § 2 излагаются методы для определе¬ 
ния целых чисел, дающих тіпіта неопределенных 
формул с двумя неизвестными. Здесь Лагранж до¬ 
казывает одну из самых замечательных теорем 
учения о числах. Легко видеть, что периодическая 
непрерывная дробь удовлетворяет уравнению 2-ой 
степени. Теорема Лагранжа говорит, что всякий 
корень целочисленного уравнения 2 степени (ква¬ 
дратичная иррациональность или как мы будем 
говорить далее число квадратичного тела ]г т) 
при разложении в правильную непрерывную дробь 
дает дробь периодическую **). Позже теорема 

*} КесНегсЬе$ ыіг Гапаіузе іпсіеіегтілёе еі ГагііЬтеіізие сіе 
ОіорНапіе. Виііеііп сіе Іа Зосіёіё еГётиІаІіоп еГАИіегз. 1873. 

**) Эта теорема раньше была доказана им в мемуаре: АсісЗі- 
ііоп5 аЧа іЬёогіе сіе Іа гезоіиііоп сіез еяиаГюпз питег^иез" 
(Оеиѵгез ѵоі. II. 1768) Правильною непрерывною дробью 
называются дроби, в которых все четные числители равны 1, 
а частные знаменатели суть целые положительные числа, 
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Лагранжа была доказана Лиувиллем как частный 
случай его исследований о характере приближения 
рациональных чисел к корню алгебраического 
уравнения. Эти замечательные исследования дали 
первое доказательство существования трансцедент- 
ных чисел. Эрмит и Линдеман доказали трансцедент- 
ность чисел ей- иным путем, изучая специальные 
свойства этих чисел, вытекающие из их аналитиче¬ 
ского определения. Наконец третий путь, превосхо¬ 
дящий оба эти пути, есть путь Г. Кантора, основанный 
на теории множеств (см. об этих вопросах мое „Вве¬ 
дение в анализ44 вып. Л и „Новые идеи в матема- 
тикеѵ\ вып. № 6, посвященный работам Кантора). 
/Арифметический характер квадратных ирраі юналь- 
иостей. данный теоремою Лагранжа, послужил тол- 
чком к целому ряду замечательных исследований, 
имевших целью найти арифметический характер 
других иррациональностей, например кубических. 
Этими вопросами занимались Якоби, Эрмит, Мин¬ 
ковский, Вороной *). 
Теория относительных минимумов неопределенных 

выражении, начало которой было положено Лаг- 
ранжем (впрочем и Эйлер уже в одном из своих 
мемуаров рассматривал подобные вопросы) была 
также предметом многих работ, из которых наи¬ 
более замечательные принадлежат Эрмиту, Минков¬ 
скому, Гурвицу и нашим русским математикам: 
Чебышеву, ^Коркину и Золотареву и /А. /А. Маркову. 
В § 3—8 Лагранж излагает результаты своих 

исследований относительно решения как общего 
неопределенного уравнения 2-ой степени так и 
уравнения Фермата. Наконец § 9, посвященный 

*) Особый класс ірансцедентных чисел, существование ко¬ 
торых вытекает из исследований Лиувилля, был подробно 
исследован Малье (Іпігосіисііоп а Іа ІНёсгіе сіеэ потЬгез 
*гапзсепс!ап*$ 1906), который называет эти числа Лиувиллев- 
скиічи. 
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теории подобных функций, тесным образом связан 
с замечательной теориею композиции форм, дан¬ 
ной Гауссом и общею теориею разложимых форм. 
Мы будем говорить подробнее об этих вопросах 
далее. 
Приложения Лагранжа к алгебре Эйлера, вы¬ 

державшей много изданий, конечно много способ¬ 
ствовали облегчению знакомства с вопросами теории 
чисел и возбуждению интереса к ним. Не 
меньшую роль сыграл первый трактат по теории 
чисел написанный Лежандром (1752—1833). К дея¬ 
тельности Лежандра в области теории чисел мы те¬ 
перь и переходим. То что он дал теории чисел 
может быть и меньше чем то, что он дал теории 
эллиптических интегралов, но во всяком случаи 
очень значительно. Достаточно указать на громад¬ 
ное значение в теории квадратичных вычетов вве¬ 
денного им и носящаго его имя, символа и на изящную 
формулировку с помощью этого символа закона 
взаимности двух простых чисел. Мы отметили выше 
неполноту изследования Лагранжа о линейных 
делителях квадратичных \ форм, обясняя это тем, 
что Лагранжу не было известно соотношение, су¬ 
ществующее между квадратичными характерами 
двух простых чисел т. е. закон взаимности. Это 
замечательное соотношение, развитие и обобщение 
которого привело, как мы увидим в главе XI, Гаусса 
и Куммера, и в последнее время Гильберта к глу¬ 
боким исследованиям и новым плодотворным обоб¬ 
щениям, было отчетливо формулировано в 1785 г. 
в мемуаре: „КесНегсНез сГапаІузе іпсіёіегтіпёе*' 
представленном в Французскую Академию Лежанд¬ 
ром. Мемуар содержит вместе с тем и пер¬ 
вую попытку доказательства закона взаимности, но 
попытку не вполне удавшуюся. Подробная критика 
доказательства Лежандра, основанного между про¬ 
чим на не доказанном допущении, что всякая 
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арифметическая прогрессия тхр-г, где т и г суть 
числа взаимно-простыя заключает в себе простыя 
числа, дана Гауссом в его Оізяиізіііопез (§ 296 



ленных уравнений: Ау~ахп г Ъхп ! -;-схп ~ I . 
т. е. сравнений высших степеней, о числах раз¬ 
ложимых на сумму трех квадратов, о критериях, 
решимости в целых числах неопределеннаго урав- 
нения ах2~7'Ьу--=с2-, где а, Ь, с суть положитель¬ 
ныя, взаимно простыя и не имеющие квадратных 
множителей целые числа (уравнение решается, 
если можно найти три иелыя числа /., {і т так, 

что д_А_ г ь ст‘ — а суть целыя числа), 
с а ’ Ь 

Лежандр занимает почетное место в истории те¬ 
ории чисел и как автор первого сочинения, пре¬ 
следовавшего цель изложить результаты полученные 
в этой науке. В первом издании, появившемся в 
1798 г. (ап VI сіе Іа КёриЫіцие) под именем: Еззаі 
5уг Іа іТіёогіе без потЬгез Лежандр излагает важ¬ 
нейшие результаты, полученые Эйлером, Лагран- 
жем и им самим. Сочинение разделяется на четыре 
части. Первая начинается с подробного и тяжело, 
написанного изложения теории непрерывных дробей 
и содержит приложение этой теории к решению 
неопределимых уравнений. В этой части в разло¬ 
жении корня квадратнаго из целого числа нельзя не 
отмегить найденный Лежандром закон периода 
неполных частных. Вторая часть посвящена об¬ 
щим свойствам чисел и содержит между прочим 
несколько видоизмененное доказательство закона 
«шумъостп и его приложение к определению дели¬ 
телей чисел. Третья часть содержит обшую теорию 
разложения числа на сумму трех квадратов; част¬ 
ный случай этой теории дает доказательство тео¬ 
рем Фермата, по которой всякое число может 
быть представлено под видом суммы трех треуголь¬ 
ных чисел. Важны также найденные путем индук¬ 
ции теоремы, показывающие зависимость числа 
решений уравнения х2\-г- -- N от числа клас- 



сов и форм с определителем К. Теоремы Лежандра 
были доказаны и обобщен Гауссом. (Д. Я. §. 288— 
293). Неточность доказательств Лежандра зависела 
опять таки от того же недоказанного допущения 
относительно арифметических прогрессий. Позже 
формула для числа разложений на сумму трех квадра¬ 
тов было получена Кронекером как частный резуль¬ 
тат его знаменитых восьми формул, служащих для 
определения числа классов бинарных форм с отри¬ 
цаемым определителем *). Наконец четвертая часть 
посвящена разнообразным изследованням (решение 
сравнения хй = Ь (моя а), докозательство теории, 
что сумма двух биквадратов не может быть ква¬ 
дратом). Там Лежандр уже излагает начало своих 
изледований по вопросу о числе прошлых чисел 
Ч (а) в ряду натуральных чисел 1, 2, 3, 4, . . . а. 
Его знаменитая .эмпирическая формула для числа 

Ч (а): Ч (а) = ^х^овЗбб дана только 50 втором 
издании „Еззаі" (Рагіз 1808). Как в это издание, 
так и в дополнения, напечатанные в 1816 и 1825 г., 
Лежандр ввел многия интересные наследования как, 
например, свое докозательство последней теоремы 
Фермата для случая показателя 5, так и найденные 
другими учеными (например доказательство найден¬ 
ное Коши общей теоремы Фермата о многоугольных 
числах, теорема Софии Жермен). Наконец в 1830 г. 
он дал окончательное издание своего сочинения в 
двух томах под заглавием ТЬёогіе без потЬге$ **). 
Это издание, появившееся через тридцать лет 

после Оізяизіііопез Гаусса, содержит в себе многие 
*) См. 51ерН. 5тй:Ь. § 130 и Назимов: выше указ, сочине¬ 

ние. Глава III. 
**) Сочинение это было переиздано без всяких измене¬ 

ний в 1900 г. Немецкий перевод Мазег’а напечатано в 1893 г. 
в Лейпциге: ІаЬеепіЬеогіе ѵоп Лсігіап Магіе Цедепсіге (изда- 
ние ТеиЬпег’а). Русский перевод сочинения не суще¬ 
ствует. 



результаты, почерпнутые из этого сочинения в осо¬ 
бенности из теории деления круга. Но наиболее 
важные, наиболеее плодотворные идеи и открытия 
Гаусса были не поняты и не оценены Лежандром. 
В отличие от строгой систематичности Ц^изійопез, 
сочинение Лежандра и в последнем издании пред¬ 
ставляет, как и в первом, несвязанный никакою 
общею идею, безпорядочно расположенный кон¬ 
гломерат разнообразных вопросов, касающихся, а 
иногда и не касающихся теории целых чисел. Этот 
характер сочинения Лежандра впрочем отчасти 
объясняется и состоянием науки, которой оно по¬ 
священо. Только в 1801 г. с появлением Оізяиізіііо- 
пез высшая Арифметика получила строгое обосно¬ 
вание, точно очертила свои границы, связала 
себя с другими математическими дисциплинами, 
доказала свое громадное для ниЬс значение и та¬ 
ким образом приобрела право стать Царицею 
Математики, как ее назвал безсмертный автор 
„Оіззиізіііолез". 

IX. 

Гаусс. 

Когда Гаусс (1777—1855) пятнадцатилетним юно¬ 
шею (в 1792 или 1793 г.), как он пишет в письме 
к Энке *) был привлечен „чарующею прелестью" 
(гаиЬегпсІег Кеіг) теории чисел и таинственностью 
ея задач, и стал заниматься труднейшею из этих 
задач — вопросом о частоте абсолютно - простых 
чисел в ряду натуральных чисел—он был не знаком 
с литературою науки, которой он предался с юно¬ 
шеским жаром. Только осенью 1795 г. по переезде 
в Геттинген он быстро ознакомился с работами 
Эйлера, Лагранжа и Лежандра. 

•) \Ѵегке іЬеЗ 11 к. р 444. 
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Сохранившийся дневник *) в котором Гаусс от¬ 
мечает важнейшие этапы своей работы, дает воз- 

Гаусс (1777--1855). 

можность судить о ея ходе, Еще в Марте 1795 г. 
он индуктивным путем находит закон взаимности и 

*) Ре$*$сЬгіД к юбилею Геттингенского Общества* 1901/ 
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в течение целого года мучается над его доказатель¬ 
ством (рег тіедгит аппит те іюгзіі), пока не нахо¬ 
дит его 8 Апреля 1796 г. За несколько дней перед 
этим в дневнике встречается другая отметка „Сігси- 
Іит іп 17 рагіез сііѵізі ЬПет еззе деотеігісе сіеіехі- 
ти$ 1796 Маг* 30й и в письме к своему другу Вольф¬ 
гангу Болэю девятнадцатилетний юноша справед¬ 
ливо считает свое открытие достойным увековечить 
его память. К концу 1796 г. рукопись половины его 
сочинения уже готова и следующие годы посвящены 
работам в теории квадратичных форм и теории 
деления круга. Летом 1801 Оізяиізіііопез агііНтеіісае 
выходят из печати, и эта книга двадцатичетырех- 
летняго юноши является до сих пор классическим 
трудом по теории чисел и, по словам Кронекера, 
еще в течение столетий будет служить неисчерпае¬ 
мым источником для арифметических исследований. 
Оіздиізіігіопез агНЬтеіісае могут быть расделены на 

три части. 
Первая часть (отделы (5ес*іопе$) 1—4) содержит 

начала современной теории чисел или точнее говоря 
той ея части, которую мы назвали выше мультип 
ликативною, так как она рассматривает главным 
образом , представление чисел под видом произве¬ 
дения простейших множителей (абсолютно—простых 
чисел), разделение чисел друг на друга, свойства 
получаюшихся при этом остатков и т. п. Первый 
отдел говорит о сравнении (сопдгиепііа) вообще и о 
введении этого понятия, которое конечно встре¬ 
чается раньше и у Фермата и у Эйлера, но которое 
не было ранее ни точно формулировано, ни мето¬ 
дически употребляемо, составляет первую крупную 
заслугу Гаусса. При этом Гаусс вводит для сравнения в 
высшей степени удобное обозначение: а = Ь(мод т), 
при котором аналогия с уравнениями выступает 
весьма ярко. Гаусс в одном месте своих сочинений 
спроведливо говорит, что математика должна 
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черпать свою силу из понятий, но не из обозна¬ 
чений (ех пойопіЬиз поп ех поЫіопіЪиз); тем 
не менее математика многим обязана удачному 
выбору символов и обозначений и Гауссовский 
символ для сравнения представляет один из наи¬ 
лучших примеров. 
Второй отдел вместе с основными теоремами 

теории делимости чисел дает решение сравнения 
1-ой степени, т. е. решение неопределенного урав¬ 
нения ах + Ьу — с и решение аналогичной задачи 
для системы линейных сравнений. Этот последний 
вопрос расмотрен однако несколько бегло и только 
ЗіерНеп ЗтііЬ и за ним Стиелтиес изучили этот воп¬ 
рос с необходимою полнотою *). Нахождение числа, 
дающаго данные остатки при делении на данные 
модули, приводит Гаусса к новому выводу формулы 
для Эйлеровой числовой функции (т) — числа 
чисел меньших т и взаимно простых с т. Отдел 
закончивается доказательством теоремы, по кото- 
рой сравнение і (х) О (мод р) (р есть простое число) 
не может иметь больше т решений, если т есть 
степень полинома $ (х); доказательство Гаусса не 
отличается существенно от доказательства данного 
Лагранжем (см. выше). Теорема имеет основное 
значение для теории сравнений высших степеней, 
которой Гаусс хотел посветить особый восьмой отдел 
О^швШопез. Кэтой-же теорий относится помешен¬ 
ная в §42 теорема: „Если целая целочисленная **) 
функция есть произведение двух целых функций с 
рациональными коеффициентами, то эти коеффи- 
циенты должны быть целы я числа 

*) & 8тіік, Оп ЗуБІете оі Ііпеаг тсіеіегттаіе ециаЦопБ апё 
сопдгиепсез. МаіЬет. рарег$, ѵоІ 1р. 3&8-410. ЗНеІііез. Еззаі 
яш* Іа іНеогіе сіез потЬгез. Рагіз 1895. См. также ВасНтапп. 
ЛгКЬтеіік ёег диасІгаііБсНеп Рогтеп. І_еір5. 1898. 

**) Целочисленною функциею мы будем называть функцию, 
шее коеффициенты которой суть числа целыя. 
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Значение этой теоремы для созданной Кронеке- 
ром арифметики целых функции и для теории ал' 
гебраических числовых тел (см. в особенности. 
ВасНтапп. АНдтееіпе АгіітЬеіік бег 2аЫкбгрег 
N. 1905) выясняется в настоящее время все более. 

В третьем отделе (§45—§ 93), посвященном теории 
степенных вычетов, Гаусс дает прежде всего теорему, 
по которой если а‘ есть наименьшая степень при де¬ 
лении на модуль р (простое число), дающая остаток 
1, то і: (Гаусс называет 1: показателем, к которому 
принадлежит а по модулю р) есть делитель числа 
р—1. Доказательство этой теоремы, простыми след¬ 
ствием которой является теорема Фермата, почти 
совпадает с доказательством Эйлера, основанным 
на теории степенных вычетов, и подобно ему 
является частым случаем доказательств одной из 
основных теорем абстрактной теории конечных 
групп. Новым и важным результатом является опре¬ 
деление числа несравнимых между собою чисел, 
принадлежащих к данному показателю, основанное 
на свойствах Эйлеровской числовой функции » (т), 
и вытекающее отсюда доказательство существо¬ 
вания первообразного корня. Эйлер не дал этого 
доказательства и поэтому многие его выводы были 
лишены строгого обоснования. Доказавши суще¬ 
ствование первообразного корня для всякого про¬ 
стого числа, Гаусс получил возможность найти для 
всякого числа, на р не делящегося, степень перво¬ 
образного корня д, сравнимую с этим числом по 
модулю р притом так, что показатель степени 
будет одно из чисел: 0, 1, 2,... р — 2. Показатель 
этот, или индекс, как его предложил называть 
Гаусс, имеет свойства аналогичныя со свойствами 
лбгарифма и на основании этих свойств легко выво¬ 
дится критериум вовможности решения сравнения 
ахя~Ь (мод р). 



Только частный случай этого критериума для 
сравнения х2 = Ь (мод р) был известен Эйлеру, 
Подобно тому как в отделе 2-м Гаусс ввел для 
целого числа удовлетворяющего сравнению ах=Ь 
(мод р) обозначение |-(мод р), он обозначает целое 

число, удовлетворяющее сравнению х"^А (мод р) 
П 

символом УА (мод р). В конце отдела Гаусс до¬ 

казывает, что произведение чисел периода числа 
а (периодом Гаусс называет числа 1, а,., не¬ 
сравнимыя между собою) сравнимо по модулюм 
р с—(—1)й, откуда получает, как частный случай 
теорему Вильсон-Варинга. Гаусс дает и другое об¬ 
общение этой теоремы для сложного модуля, указы¬ 
вая путь доказательства этого обобщения (доказа¬ 
тельство было дано позже Бреннеке и Шерингом). 
В четвертом отделе Гаусс излагает теорию ква¬ 

дратичных вычетов. Теория рассматривает два основ¬ 
ные вопроса, смотря по тому предполагается ли 
данным в двучленном сравнении 

х2~а (мод т) 

модуль т или вычет а. В первом случае требуется 
найти для каких чисел а возможно решение сра¬ 
внения. Вопрос легко приводится к случаю, когда 
модуль есть степень простого числа и затем к 
сравнению х2^а (мод р), где р есть простое не¬ 
четное число и а не делится на р. Смотря по тому 
возможно-ли решить сравнение или нет, а назы¬ 
вается квадратичными вычетном или не вычетом 
числа р (гезісіиит или поп гезісіиит) и обозначает: 
а Рр или а Ир. Существует одинаковое число не¬ 
сравнимых между собою чисел того и другого 
рода. 
Гораздо более трудностей представляет вторая 

задача, которую ставит Гаусс в § 107: для данного 
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числа а найти все числа,, для которых а есть вычет 
или не вычет. Ответ на этот вопрос дан Эйлером 
для значений а=1 и а~3, Лагранжем для а=2, 5, 7, 
и Гаусс начинает с доказательства соответствующих 
теорем (§108—124). Гаусс переходит затем к общему 
вопросу о квадратичном характере одного нечетного 
простого числа по отношению к другому и к доказа¬ 
тельству решающей этот вопрос основной теоремы 
(Йіеогета Лгпсіатепіаіе). Самую теорему он форму-» 
лирует (§ 131) следующим образом: „Смотря потому 
есть-ли р простое число вида 4п~-1 или 4п — 1, 
г р или — р есть вычеі или невычет всякого простого 
числа, которое, будучи взято положительным, есть 
вычет или невычет числа р.“ Доказательство, 
которое дает Гаусс, безупречно; оно основывается на 
самом определении квадратичных вычетов, но чрез¬ 
вычайно сложно даже в той упрощенной форме, 
котарая после была дана ему Леженом-Дирихле *). 
Это упрощение в значительной степени зависит от 
того, что Дирихле при доказательстве пользуется 
символом Лежандра, которого Гаусс, не считал 
нужным вводить хотя он был ему известен* т. к, 
фигурировал уже в первом издании „Еззаі зиг Іа 
іНёогіе сіез потЪгез* (1798). Закон взаимности, обоб¬ 
щенный Гауссом (§ 133) (позже Якоби придал 
этому обобщению более изящную форму введением 
своего символа) дал Гауссу возможность в последних 
параграфах отдела (§ 147—150) определить как 
квадратичный характер произвольного числа по 
отношению к взаимно-простому с ним нечетному 
модулю, так и линейныя формы делителей и не- 
делителей х2— а т.-е. тех простых чисел, для 
которых а есть квадратичный вычет или невычет. 
Такова первая часть Оізяиізіііопез. Все изложенное 

*) &еЬег сіеп егвіеп <іег ѵоп Оаазз дедеЬепеп 
Ѵ/егЬе Вс) И. Фр. Ш). 
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в ней было в главном найдено Гауссом самостоятелы 
но прежде чем он познакомился с литературою. Изу¬ 
чение работ Лагранжа и Лежандра обратило его вни¬ 
мание на новую область исследований—теорию квад¬ 
ратичных форм. Этой теории посвящена вторая цент¬ 
ральная часть сочинения (пятый отдел) (§ 153—§ 307). 
В § 222 Гаусс сам различает в этом отделе две 

части: первую (§ 153—§ 221)* в которой многое 
рассматривалось и его предшественниками и вторую 
(§ 223—307), которая вся целиком принадлежит ему 
и для которой первая часть служит только всту^ 
плением. 
Но и первая часть представляет в отличие от 

мемуаров Эйлера, Лагранжа и Лежандра строго 
систематическое построение и в нее внесено много 
новых плодотворных точек зрения и понятий. По- 
следовательное проведение термина „квадратичная 
форма“ (Іогта зесипсіі дгасіиз) для целой однород¬ 
ной функции 2-ой степени с двумя или более не¬ 
определенными величинами принадлежит Гауссу; 
Лагранж и Лежандр называли такия выражения 
ехргеззіопз или Іогтиіез и только иногда употреб¬ 
ляют выражение {Ъгте Ііпеаіге Гогте, диасІгаГідие, 
В отличие от Лежандра, Гаусс рассматривает квад¬ 
ратичную форму под видом і (х, у) — ах2 -Г- 

2 Ьху -р су- т.-е. всегда с четным средним коеф- 
фициентом и сокращенно обозначает ее (а, Ь, с,). 
Гаусс строит свою теорию на двух основных 

алгебраических свойствах квадратичных форм. Одно 
из них есть тожество: 

( (х,уМ (х’.у ) = 

=• [(ах -г Ьу) х’ -г (Ьх — су) у’р — 

' ~ О (ху’ ~ х’у)2. (I) 
где О означает выражение Ь2—ас и, как основное 
число теории, называется определителем формы; 
от его знака существенно зависят свойства формы, 
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и поэтому формы распадаются на два вида: формы 
положительного и формы отрицательного опреде¬ 
лителя; из тожества (1) вытекает условие, необхо¬ 
димое для того, чтобы число п могло быть пред¬ 
ставлено формою (а, Ь, с) собственно т.-е. при 
взаимно простых числах х и у; условие это состоит 
в том, что О должно быть квадратичным вычетом 
числа п. Из того же тожества вытекает связь между 
собственными представлением числа п и решениями 
сравнения 7.2^еО (мод п): каждое представление 
„принадлежит" определенному решению сравнения. 
Второе основное свойство есть преобразование 
квадратичной формы ах2 -р 2 Ьху су2 посредством 
линейной целочисленной подстановки 

х ах’ і^у’, у — ѵх’ -р зу’ 

в другую форму а^12 -р 2Ь1хІу1 •{- с*у*2, которой 
определитель О1 = О («о — (З?)2 и которая называется 
содержащеюся в первой; если определитель подстанов¬ 
ки *) «8 — ру = 1, то формы называются эквивалент¬ 
ными. Большое значение имеет введенное впервые 
Гауссом различение собственной и несобственной 
эквивалентности в зависимости от знака модуля + 1. 
Необходимость этого различения, важная для теории 
бинарных форм, еще более выясняется в теории 
тернарных форм. В главе о связи теории чисел и 
геометрии мы увидим, что это различие соответ¬ 
ствует различию между совместимостью и симме- 
триею. Гаусс, интересовавшийся уже тогда кристал- 
лографиею, не мог не обратить на этот вопрос осо¬ 
бого внимания. Рассмотревши в § 153—170 вопросы 
общие для форм с положительным и отрицатель¬ 
ным определителем, Гаусс излагает затем отдельно 
теорию приведения форм с отрицательным опре- 

Такую подстановку (преобразование) мы будем назы 
вать унимодуля рногс. 
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делителем (§ 171—182), форм с положительным 
неквадратичным определителем (§ 183—205) и на¬ 
конец теорию форм с определителем Н2 (§ 201 —214) 
и с определителем 0 (§ 215). Первая часть пятого 
отдела заканчивается сжатым, но исчерпывающим 
решением вопроса об общем решении с помощью 
целых чисел всех неопределенных уравнений 2-й сте¬ 
пени (§ 216—§ 222). 

Параграфом 223 начинаются собственные совер¬ 
шенно нового характера исследования Гаусса. К 
разделению форм на классы, данному раньше и по 
существу принадлежащему Лагранжу, присоеди¬ 
няется разделение классов на порядки (ог8о) смотря 
по величине общего наибольшего делителя т 
коеффиииентов а, 2Ь, с, общего для всех форм 
одного и того же класса. Форма называется при¬ 
митивною, если т == 1 или 2; притом в первом 
случае она примитивна собственно (ргоргіе), во 
втором не собственно (ітргоргіе). Классы прими¬ 
тивного порядка разделяется на роды (депега). 
Все числа п, представляемыя одною и тою-же 
примитивною формою определителя І> и взаимно 
простыя с 2й или Ь, имеют одинаковые квадратичные 
характеры по отношению к простым множителям оп¬ 
ределителя И, а так же при известных ограничениях 
и по отношению к модулям 4 и 8. Эти стциамные 
характеры, которых число есть К составляют вместе 
полный характер формы и класса, к которому форма 
принадлежит; все классы, которые имеют один и 
тот же полный характер составляют один род 
(депи$). Число X всех возможных полных характеров 
есть очевидно 21 и является вопрос, существует ли 
для каждого из них соответствующий род. Решение 
этого вопроса зависит от теории композиции форм, 
к которой Гауес переходит (§ 234—252) и которая 
составляет одну ив «амых глубоких и важных частей 



высшей арифметики. Я позволю себе поэтому оста* 
новиться на ней подробнее. Простейший пример 
этой теории нами несколько раз упоминался: формула 

(х-т у*) (*- и-) — уи)- (хи: у*)* (1) 

Эта формула была несомненно известна Диофанту 
и вероятно также и ученым пифагорейской школы 
так как тесно связана с построением прямоугольных 
треугольников. Диофант пользуется ею при решении 
22'й задачи 3-й книги, в которой ищет четыре прямо¬ 
угольные треугольника, имеющие одну и ту же 
гипотенузу. Из двух треугольников имеющих гипо¬ 
тенузы 5 и 13 он составляет третий имеющий гипо* 
тенузу равную произведению 5 и 13 т.-е. 65. В при¬ 
мечании к этой задаче Фермат точно формулирует 
теорему, выражаемую равенством (1), Циклический 
метод решения уравнения Фермата индейских ма¬ 
тематиков (см. главу V) основан существенным об¬ 
разом на более общей формуле: 

ауО (I- рай-') ^(хі.' аи-) ' а (хи-,-У*)' (2) 

Эта формула была точно формулирована Эйле¬ 
ром в мемуаре: Це гезоіиііопе Іогтиіагит ^иасIга' 
Іісагит (XXII. 1759). Наконец Лагранж в последнем 
•параграфе своих приложений рассматривает еше 
более общий случай двух трехчленных бинарных 
форм, дающих в произведении форму того же вида. 

(х2р~2 Вху -I- Су-0 (12-р2 Віи -гСі2): X* г 2 ВХУ т СУ*, 

г де X = хі — Суи, У = хи -р уі ~р ауи. (3) Эта формула 
есть частный случай более общей формулы, в ко¬ 
торой произведение двух бинарных форм есть 
также бинарная квадратичная форма: (ах22 Вху-ф 
- а’ СуО (аЧ2 -Ь 2 Віи + а Си2) = аа’ Х2+2 ВХѴ+СѴ- 

где X = хі — Суи, У = (ах -г Ву) и ~р (а’І Ви) у. (4) 



Формулы, выражающие X и У посредством х, у 
и і, и в формулах (1—4). суть частные случаи 
общего т.>птеарно?о преобразования: 

X ~ р, хі 4-- Рі хи - р, уі — р, уи 

У “Я&хі : я, хи - я,, у* ЯзУи- которое мы для 

сокращения будем обозначать Р' 

Общая задача, которую решает Гаусс в отделе 
о композиции форм, заключается в обобщении фор¬ 
мул (1 —-4), т.-е. в нахождении коеффициентов р и я 
билинеарного преобразования, при котором произ¬ 
вольная бинарная квадратичная форма ДХМ 

2 ВХУ - СУ2 — (Рі, В, С) распадается на произве¬ 
дение двух бинарных квадратичных форм (а, Ь, с) 
и (а’, Ь,’ с’), подобно тому, как в формуле 1 форма 
Х2 _і - уг превращается при билинеарном преобразо¬ 

вании 0 | в произведение двух форм х2 {-У2 и 

(•г л. иг или как в формуле (3) форма X2 

‘ СУ2 при билинеарном преобразовании^ і і гв ) 

4- 2 ВХУ 
І-С 
2 В 

разлагается на произведение двух бинарных ква¬ 
дратичных форм того же вида. 
Форма Р = (Д, В, С) называется (§235) составлен¬ 

ною (сотрозіііа) из форм ?=(а, Ь, с) и ф=(а*, Ь’, с’,). 
Так, напр., из форм (10, 3, 11) и (15, 2, 7) соста¬ 

вляется форма (б, 5, 21). Все три формы имеют 
один и тот же определитель 101. Будем обозначать 
соотношение между формою Р и ком локирующими 
ее формами « и $ символом Р = эф. 
Основною теоремою в теории композиции соб¬ 

ственно примитивных форм является следующая 
теорема, важность которой выяснится особенно в 
следующей главе: Если формы © и ©" принадлежат 
к одному и тому же классу А, формы ф и ф’ — к 
одному и тому же классу В, то формы р = э 4 и 



Р' = щинидлбжат к одномц ѵ тот/ же клабич 
С (§239 и 249). 
Наиболее простое доказательство этой теоремы, 

основанное на теории представления числа формою, 
дано Дирихле в его академической диссертации: 
Ье доплатит Ьіпагіагит зесипсіі дгасіиз сотрозШопе 
(\Ѵегке 11. р. 105). 
Важнейшее следствие этой теоремы заключается 

в том, что на основании ея мы можем от композиции 
форм перейти к композиции классов: класс С есть 
класс, составленный из классов Я и В. 
Гаусс эту операцию составления классов уподо¬ 

блял сложению и соответственно этому обозначал 

С = Я-і-В. 

По многим причинам представляется более удоб¬ 
ным говорить об умножении классов и соответ¬ 
ственно этому обозначать 

С — ЯВ. 

Класс, составленный путем композиции различных 
форм одного и того же класса Я, будет обозна¬ 
чаться Я3 (у Гаусса 2 Я) и т. д. 
Мы остановимся подробнее на свойствах опера¬ 

ции умножения классов в следующей главе и огрз 
ничимся теперь только указанием на некоторые тер¬ 
мины, введенные Гаусом, и некоторые результаты, 
им найденные. Он называет главною формою (§ 231) 
форму х2 — Ву2 и главным классом Н весь тог 
класс, в который входит эта форма. Из формулы (2) 
й основной теоремы вытекает, что Н2 — Н; легко 
доказывается также равенство (Ях2-р2 Вху-1-Су-) 
(х/2 — Оу'2) = (Я X2 2 ВХѴ СУ2), где X и V свя¬ 
заны с х, у и х7, у7 формулами билинеарного пре¬ 
образования, т.-е. Я Н — Н Я = Я. Эти свойства глав¬ 
ного-класса показывают, что в умножении классов 
он играет ту же роль, какую единица в умножении 
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чисел, и объяоняет его название. Если два собственно 
примитивных класса при умножении дают главный 
класс, то они называются противоположными. Если 
класс сам себе противоположен, то он называется 
двухсторонним [у Гаусса апсерз, иногда атЬід 
(Куммер], квадрат двухсторонняго класса есть глав¬ 
ный класс. Обратно всегда можно найти класс 
форм, который по возвышении в квадрат дает 
класс главного рода. 
Вместе с комггозицею форм и классов Гаусс 

изучает и композицию родов и порядков и вводит 
аналогично термину „главный класс" термины 
..главный род" и „главный порядок" (§245—249). 
В следующих параграфах (§253—-261) Гаусс изу¬ 
чает число классов в отдельных родах и число 
двусторонних классов и приходит к важному резуль¬ 
тату, что число родов (а) не может превышать 
половины числа всех возможных полных характе¬ 
ров. На этом результате Он основывает новое 
второе доказательство закона взаимности, которое 
считается глубочайшим из всех данных им шести 
доказательств (§262). Чтобы точнее определить 
число X Гаусс создает теорию тернарных квадра¬ 
тичных форм (§ 266—300) и открывает таким образом 
новую область исследований—теорию квадратичных 
форм со многими переменными. Эта область была 
позже разработана Эйзенштейном, Эрмитом, Смитом, 
Минковским и двумя русскими математиками: безвре¬ 
менно погибшим талантливым молодым математиком 
В. Я. Марковым и Г. Ф. Вороным. Говоря о введении 
геометрических представлений в теорию чисел, мы 
будем иметь случай остановиться на этих иссле¬ 
дованиях. Гаусс основал на теории тернарных форм 
не только доказетельство теоремы, что число родов 
точно равно половине числа возможных характеров, 
(§ 287), он расширил вместе с тем теорию пред¬ 
ставления числа тернарною формою в более общий 
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вопрос о представлении бинарной формы тернар¬ 
ною (§ 278—§ 285) и наконец доказал до тех пор 
еще не доказанную теорему Фермата, по которой 
каждое число может быть представлено в виде 
суммы трех треугольных чисел (§ 293). В связи с 
этим Гаусс рассматривает вопрос о представлении 
числа, под видом суммы трех квадратов. Вопрос 
этот был предметом исследований Лежандра, 
который показал, что подобное представление 
невозможно для чисел вида 8п, 8п + 4 и 8п~(-7. 
Гаусс указал на связь числа представлений числа 
п под видом суммы трехквадратов и числом 
классов в главном роде бинарных квадратичных 
форм определителя --п (§‘291). *) Эта теорема 
Гаусса является прекраснейшим примером более 
обших результатов, к которым пришли значительно 
позже Г, С. Смит и Минковский, основываясь на 
введен ом Эйзенштейном понятии меры форм или 
представлений. Из представления числа под видом 
суммы трех квадратов Гаусс вывел доказательство, 
до него никем не данное, теоремы Фермата, по 
которой всякое число может быть разложено на 
сумму трех треугольных чисел. (§ 293). 

Конец пятого отдела имеет громадное значение для 
теории чисел. В нем, во первых, даны замечательный 
дополнения к теории композиции форм (§ 305—307), 
на которых мы остановимся в следующей главе. Во 
вторых (§ 301—304) Гаусс дает без доказательств 
ассимптотическия формулы для среднего числа 
классов и родов и открывает этим целый ряд за¬ 
мечательных исследований по аналитической теории 

*) Некоторые частные случаи обшей теоремы Гаусса даны 
Лежандром в его мемуаре 1785 г. (См. ТЬёогіе сіез потЬгез. 1830. 
Тгоізіёпге рагНе. Теория чисел, разлагающихся на сумму трех 
квадратов (§ 262 — 323). Арифметический вывод теорем 
Гаусса, основанный на теории бидинеарных форм с четырьмя 
переменными, лен Кронекером (АѴегке В8. И. §. 427—495). 
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чисел (см. глав. XIII). В § 303 он между прочим 
дает те 65 значений отрицательного определителя, 
в которых каждый собственно примитивный поло¬ 
жительный род имеет только один класс. Эти 65 
чисел суть питегі ісіопеі Эйлера и вывод Гаусса 
объясняет их значение в вопросе о характере числа, 
которое было указано Эйлером (см. выш. стр. 118). 
Шестой отдел посвящен приложению результатов, 

найденных в предыдущих отделах, частью к раз¬ 

ложению дроби ™ на частные дроби, знаменатели 
которых суть входящие в п степени простых чисел 
р*, частью к разложению дробей в периодические 
десятичные дроби и к определению величины 
периода по показателю, к которому принадлежит 
число 10 по модулю р* (§ 309 328); далее мы 
находим в нем методы для различения простых и 
сложных чисел и в связи с этим представляющие 
впрочем более практический, чем теоретический 
интерес методы решения сравнения А (мод М), 
уравнения тх2-]-пу2”Д и т. л. 
СгЯъ.мпй отдел, посвященный решению вопроса 

о делении круга на п равных частей, или, иначе 
говоря, вопроса о построении правильных много¬ 
угольников, вопроса, который приводится к решению 
уравнения хп—1 --0, имеет громадное значение не 
только для теории чисел, но и для теории алгебраи¬ 
ческих уравнений и для геометрии. .Для теории 
чисел он имеет громадное значение, как первый 
пример той глубокой связи, которая существует 
между учением о целых числах с одной стороны 
и алгеброю и геометриею с другой. После появле¬ 
ния в свет „Исследований" Гаусса стало невозмож¬ 
ным со стороны математиков то презрительное 
отношение к теории чисел, как к собранию любо¬ 
пытных, но не имеющих никакого приложения тео¬ 
рем, на которое во многих своих мемуарах жало- 
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вался Эйлер. Один из результатов седьмого отдела— 
возможность к известным с глубокой древности 
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Страница из дневника Гаусса. 

построениям правильных многоугольников о 3 и 5 
сторонах с помощью циркуля и линейки, прибавить 
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построения правильных многоугольников о 17, 257 

сторонах и вообще многоугольников с 2-и-’--1 сто¬ 

ронами, 22’1--1 есть число абсолютно простое 
и вместе с тем доказательство невозможности та* 
кого построения, например, правильного семиуголь¬ 
ника—-не могло не поразить геометров тем более, 
что Гаусс в самом начале отдела (§ 335) говорит 
о возможности подобных же построений для лемни¬ 
скаты *). Для высшей алгебры седьмой отдел имеет 
іромадное значение. С одной стороны исследования 
Гаусса являются замечательным приложением общих 
принципов, положенных Лагранжем в основание 
теории алгебраического решения уравнений, с дру¬ 
гой стороны они несомненно повлияли на класси¬ 
ческие работы Абеля и Галуа. Уравнения деления 
круга представляют простейший пример так назы¬ 
ваемых Абелевых уравнений, которые благодаря 
замечательной связи, существующей между корнями, 
представляют особенный интерес, и значение их тем 
более велико, что Кронекер высказал в 1853 г. тео¬ 
рему, доказанную только тридцать лег спустя Вебе¬ 
ром **), по которой корни всякого Абелева уравне¬ 
ния с рациональными коеффициентами рационально 
выражаются через корни уравнения х ”— 1---0. 

Л В своем дневнике Гаусс отмены день своего открыіия 
(30 марта 1796) п. сознавая его громадный интерес и зна¬ 
чение, поспешил напечатать в литературном журнале 
Геттингена небольшую заметку. (Она перепечатана в 
известной юбилейной речи Шеринга и только недостаток 
места мешает нам воспроизвести ее). Вскоре после этого 
он говорил своему другу Вольфгангу Болэю, что геометри¬ 
ческое построение правильного 37-и угольника могло бы 
одно украсить его могильную плиту. Под влиянием другого 
его друга Бартельса молодой Лобачевский глубоко изучал 
Оізчиізіііопез и в 1813 г. представил работу, относящуюся к 
іеории деления круга (см. его алгебру гл. XV*!). (Также см. 
мою биографию Лобачевскаго СПБ. 19* 1 г.). 

Н. МеЬег. ТНеогіе сіег ВЬеІзсЬеп ІаЫкбгрег (Дсіа таіЬ. 
ва. ^ и 9;. 



Таково содержание классического сочинения 
Гаусса, справедливо занимающего место в ряду ве¬ 
личайших созданий человеческого гени . порази- 
тельного тем более, что оно написано было молодым 
человеком, не достигшим еще 24 лет. Подобно 
Ргіпсіріа таіНетаІіса рЬіІозорЬіае паіигаііз Ньютона 
или Ргіпсіріез о? 1Не Нитап Кпо\ѵІес1де Беркли, оно 
не могло быть сразу понято и оценено. Через два¬ 
дцать лет после появления ВіздиізіГюпвз, говорит 
Куммер в своей речи, посвященной памяти Лежена — 
Дирихле *), никто из живших тогда математиков, 
не мог вполне оценить и изучить эту книгу. Первый, 
кто овладел ею и задался целью разъяснить ее 
грудные места и сделать таким образом идеи Гаусса 
достоянием всех математиков, был Дирихле, и Ди¬ 
рихле преследовал эту цель в течение всей своей 
жизни. Биограф Гаусса Сарториус фон Вальтергаузен 
рассказывает, что подобно тому как священники не 
расстаются с своим молитвенником, Дирихле, до конца 
своей жизни, во все свои путешествия брал с собою 
изношенный, вышедший из переплета экземпляр 
ОіБяиізіГюпез. И теперь после появления многих 
комментариев к Оізсіиізіііопез, после того как идеи 
заложенные в них, получили развитие и дополнение, 
сочинение Гаусса не потеряло своего значения. На 
многие столетия, читаем мы в лекциях Кронекера, 
это первое научное систематическое изложение 
теории чисел будет служить неисчерпаемым источ¬ 
ником арифметических исследований. 
Оіздиізіііопез не есть единственный труд Гаусса 

по теории чисел. Им самим было издано несколько 
мемуаров, имееюших громадное значение; в его 
рукописях нашлись отрывки работ незаконченных, 
но касающихся важных, не затронутых в Оіздиізіііопз 
вопросов. Я должен ограничиться кратким указа- 

л Реіеипе ОігісЫеТ ь \Ѵегке В<1 11. р, 216, 



нием содержания всех этих работ для того, чтобы 
иметь возможность подробнее остановить внимание 
на тех основных идеях Гаусса, .которые опреде¬ 
лили ход развития теории чисел в течение XIX 
столетия. Часть этих работ была напечатана еще 
при жизни Гаусса, другая часть—после его смерти 
и вошла в ІІ-й том полного собрания его сочинений, 
вышедший в 1863 г. и снабженный примечаниями 
Шеринга и Дедекинда; наконец, благодаря любви 
к науке и настойчивости проф. Клейна, были изданы 
сначала дополнительный 8-й том, заключающий в 
себе также многие интересные отрывки из рукописей 
Гаусса, затем дневник (ТадеЬисЬ), проливающий яр¬ 
кий свет на работу его юношеских лет; продол¬ 
жается также разработка его рукописей для под* 
ютовляемого нового издания, десятый том кото¬ 
рого будет содержать в себе новый материал, 
извлеченный из рукописей Гаусса ). 
По содержанию мемуары и отрывки, сохрани¬ 

вшиеся в рукописях Гаусса, могут быть разделены 
на несколько групп. 
Первая группа мемуаров посвящена главным 

образом доказательству закона взаимности. Не 
только недостаточное доказательство Лежандра, но 
и данные самим Гауссом в ОіздиізіНопез два дока¬ 
зательства не могли удовлетворить его—первое по 
чрезвычайной сложности, второе как основанное 
на совершенно посторонних соображениях, и он 
естественно был приведен к разысканию новых 
более простых и более естественных доказательств. 
К этому побуждало его также желание распро¬ 

странить законы теории квадратичных вычетов на 

*) Об ходе этой работы проф. Клейн время от времени 
сообщает в МасітгісЫеп Геттингенского общества. Девятый 
отчет помещен в томе за 1911 г, и представляет большой 
интерес для теории ассимптотических законов (см. дальше 
глава ХНІ), 
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8ычеты кубичные и биквадратичные; этим вопро¬ 
сом он, как видно из его дневника, заинтересовался 
тотчас после издания Пізяиізіііопез. В результате 
настойчивых стремлений Гаусс нашел еще шесть 
доказательств. 
По простоте и естественности стоят на первом 

месте доказательства третье и пятое, опубликован¬ 
ные в 1808 и 1818 г. Эти доказательства осно¬ 
ваны на замечательной лемме, которая носит на¬ 
звание леммы Гаусса (она есть следствие теорем 
§ 106 ОізяиізШопез и теоремы, данной в мемуарах 
1808 и 1818 г.)**). С помощью символа Лежандра она 
может быть формулирована следующим образом 

где ц (я, р) есть число оы{ичщтельаь1.1‘ абсолютно 
наименьших вычетов (по модулю р) произведе¬ 

ний: 1. я, 2. я,... —-2']. о. Отсюда имеем. 

Таким обоазом доказательство закона взаимности 

* 
а 
р (~і) 

р — я — і 
’ 2 > 

сводится к доказательству сравнения 

» (я. р) :■ (р. я) Ррі-Ч-71 (моя 2). (Г> 

Как оба доказательства Гаусса, так и другие до¬ 
казательства, основанные на его лемме, сводятся 
к доказательству сравнения (0, но идут к этой 

*) ТНеогетаМз агДЬтеіісі сіетопзігаііо поѵа. 1808. (\Ѵ. Всі. И) 
ТЬеогетаііз Ьдпсіатепіаііз іп сіосігіпа сіе гезісіиіз яиасігаіісіз 
сіетопзіхаііопез еі атрНайопез поѵае 1818. (\Ѵ. Всі. И.) 

*'*) См. Введение в анализ выл, і). 
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цели различными яутями. Подробный анализ дока¬ 
зательств Гаусса и новые доказательства закона 
взаимности даны Кронекером в ряде замечатель¬ 
ных мемуаров, помещенных в II и ІИ томе собра¬ 
ния его сочинений. Обращаем особенное внимание 
на мемуар „Наименьшие абсолютные вычеты ве¬ 
щественных величин" *)> в котором Кронекер между 
прочим показывает тесную связь между третьим и 
пятым доказательствами Гаусса: пятое доказатель¬ 
ство есть логарифмическое преобразование третьего. 
Прибавим, что как в лекциях Лежена-Дирихле, так 
и в „Теории сравнений" Чебышева дано третье до¬ 
казательство ‘в несколько видоизмененной форме- 
Пятому и третьему доказательствам Гаусса посвя¬ 
щен также мемуар Фробениуса: СІеЬег сіаз яиасіга- 
ІізсНе Кесіргосіі:аі:$де$еі:2 (ВегІіпег ВегісНіе 1914). 
Что касается до других доказательств Гаусса, то 

четвертое и шестое основаны на теории деления 
круга. **) 
Позже другие доказательства, основанные на 

теории деления круга, были даны Коши. Эйзен¬ 
штейном, Якоби, Лиувиллем и Лебегом. 
Наконец седьмое и восьмое доказательство 

Гаусса основаны на теории функциональных сра¬ 
внений. Они даны в.АпаІузіз гезісіиогит, который 
по первоначальному плану Гаусса должен был 
входить в Оіздаізіііопез, как восьмой отдел. ***) 

•*) Ѵ/егке Вд III. $. 113. 
**) Ѵ/егке Всі II. 
**•*) Изложению различных доказательств закона взаимно¬ 

сти посвящена монография Ваишдагі’а: „СІеЬег баз циадга- 
ІізсЬе Кесіргосііаіздезеіг. 1885. См. также ВасЬшапп. Иеиеге 
2аЫепіЬеогіе 1902 г. стр. 200—286. На этих 86 страницах 
автор подробно анализирует более 45 доказательств закона 
взаимности, найденных с 1796 г. (первое доказательство 
Гаусса) до конца XIX столетия. Большинство этих доказа¬ 
тельств основано на леммё Гаусса Из них наиболее простое 
принадлежит Целлеру (это доказательство приведено мною 
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Вторая группа работ Гаусса «ТНеогіа гезібиогит 
Ь^иабгаіісогит-~ЛѴегке ВсІ II) и отрывки, относя¬ 
щиеся к теории кубических и биквадратичных вы¬ 
четов—характеризуется главным образом введением 
в арифметику комплексного числа. Эта плодотвор¬ 
ная идея при ее дальнейшем развитии привел^, к 
созданию арифметической теории алгебраических 
чисел и функций, которая, как мы уже имели слу- 

в Введении в анализ вып. I. § 54;. Его считает самым про: 
сіым Дедекинд в статье „ІІеЪег беп 2еІІег5сЬеп Ве\ѵеіз бе$ 
дііабг. КесіргосіШззаІг4', помешеной в юбилейном сборнике 
Вебера (ЛѴеЬег-РезІБсЬгііІ 1912). Из других доказательств, 
основанной на той же лемме упомянем доказательства 
Эйзенштейна (см. Граве. Элементарный курс теории чисел 
Киев 1914). Шеринга, Ланге (приведенное в ОшпсИеНгед бег 
пеиегеп 2аН!епі:Ьеогіе-ВасЬтапп,а 1907), В. Я. Буняковского. 
Теория деления круга применена к доказательству закона 
взаимности кроме Гаусса также Эйзенштейном (МаіНеша- 
гізсЬе ЯЬНапбІипдеп). 
На теории квадратичных форм основаны два замечатель¬ 

ные доказательства Куммера (ЯЬЬ. Вегі. Якаб. 1861). 
Отметим наконец оригинальное доказательство, данное 

Золоторевым. Наш талантливый математик основывает свое 
доказательство на теореме: если р есть абсолютно простое 

/ к\ 
число, к -число взаимнопростое с рдо символ! равен 1 

или —-1, смотря по тому получается’ли ряд наименьших 
положительных вычетов чисел 1 к, 2 к,..,, (р-—1) к при чет 
ном или нечетном числе перемещений двух чисел из 
ряда 1, 2,.„ р—1. В выше упомянутом мемуаре Фробениус 
обращает большое внимание на доказательство Золотарева. 
Из определения символа Якоби-Лежандра, данного Золота 
ревым, особенно ясно видно, что этот символ есть группе 
вой характер (СгиррепсНагакІег). 
Очень поучительно также изложение различных способов 

доказательства закона взаимности двух простых чисел в 
прекрасном „Отчете о теории чисел С. Смита, ОѴогк* ѵоі 1),“ 
на который мы обращаем особенное внимание читателя. 
Камилл Жордан в словах, посвященных памяти английского 
ученого, справедливо говорит, что в этой арифметической 
энциклопедии одинаково поражают и глубина эрудиции и 
серьезность критики (С, К. 1883 ѵ. 95). 
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чай сказать, составляет одну из наиболее важных 
и интересных областей современной математики. 
(Об ней мы будем Говорить в главе Хі). Не менее 
плодотворное влияние на развитие теории чисел 
имели несколько страниц реферата, написанного 
Гауссом по поводу исследования Зеебера о тер¬ 
нарных квадратичных формах. На этих страницах 
Гаусс указал, какую громадную пользу прино¬ 
сит пользование геометрическими представлениями 
и первый из математиков вводит в геометрию но¬ 
вый объект геометрического исследования: про¬ 
странственную решетку (см. гл. XII). 
Наконец § 302 — 304 ОізяиізНіопез, напечатанный 

уже после смерти Гаусса мемуар о связи числа 
классов бинарных форм с их определителем 
вместе с найденными еше позже замечательными 
отрывками, являются первыми исследованиями в 
области асимптотических законов и относятся к 
аналитической теории чисел (см. гл. XIII). Наравне с 
основною характеристическою особенностью Оізяиі- 
зШопез, отличающею эту книгу даже от глубоких 
исследований Лагранжа и заключающейся в систе¬ 
матическом проведении 1) идеи о классе и мето¬ 
дическом пользовании линейными преобразова¬ 
ниями с целыми коеффициентами, три идеи Гаусса: 
2) введение комплексного числа, 3) пользование 
геометрическими представлениями и 4) идея о 
тесной связи теории чисел с анализом имели вы¬ 
дающееся значение для всего дальнейшего разви 
тия теории чисел. 
В виду этого наше дальнейшее изложение этих 

идей Гаусса и их развития его гениальными после¬ 
дователями составит предмет следующих четырех 
глав нашей работы. 
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X. 
Основные идеи современной высшей 

арифметики. 
Арифметика есть учение о 

четных и нечетных числах. 
Платон. 

$ 1. Распределение чисел на классы по модулю и опе 

рации над классами. Группа классов. 

Уже введение понятия и обозначения сравнения, 
которым начинаются О^иізіГюпез, важно не только 
потому, что благодаря ему открывается важный для 
учения о сравнении путь аналогии между свойствами 
равенств и свойствами сравнений, которым, как 
Гаусс так и другие ученые после него широко поль¬ 
зовались *). Оно еше важнее потому, что ярко вы¬ 
ставляет и подчеркивает основную характеристиче¬ 
скую черту учения о целых числах, которая про¬ 
ходит насквозь через все учение, начиная с наибо¬ 
лее элементарного отдела (учение о сравнениях 
для ряда чисел 0, + 1 -г 2, ІЗ,...) и кончая наиболее 
труднымѴі и абстрактными отделами современной 
высшей арифметики (теория форм, арифметическая 
теория алгебраических чисел и функций). Эта ха¬ 
рактеристическая черта состоит в понятии о классе. 
Первый отдел вводит (самый термин однако отсут¬ 
ствует) для целых чисел понятие о классе, совокуп¬ 
ности чисел, обладающих некоторым обшим свой¬ 
ством, выделяющим эти числа из всего ряда нату¬ 
ральных чисел. Такая совокупность может быть 
рассматриваема как некоторое целое, и такие 

‘ *) См., налр. замечательный мемуар Пуансо у$иг Гаррііса- 
ііоп сіе ГаІдёЬге а Іа Шёогіесіез пошЬге$ (Мёгтюігез сіе ГАсаФ 
сіез зсіепсез сіе Рагіз. ѵ. IV р. 99) Эта аналогия разрабатыва¬ 
лась также французским академиком Либри, о печальной 
карьере которого мы говорили в главе о Фермате. 
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совокупности могут семи сделаться предметом 
операций. 
В элементарной теории сравнений, класс есть со¬ 

вокупность чисел, даюших один и тот-же остаток 
при делении на некоторое данное число т (которое 
называется модулем). Число классов, на которые 
распределяются тогда все числа, конечно и равно ж. 
Эта конечность числа классов также характеризи- 
рует арифметику. В каждом классе можно выбрать 
одно определенное число, которое представляеь* 
собою все безконечное число чисел класса. Таким 
представителем удобнее всего сначала выбрать 
или наименьшие положительные или наименьшие 
абсолютные вычеты. Все числа N класса, имею¬ 
щего представителем число г, могут быть предста¬ 
влены под видом жх-|~ г (у Эйлера, Лагранжа и Ле¬ 
жандра употребляются выражение: г4“ кратное от т). 
В Гауссовском обозначении N (мод ж), как-бы 
подчеркивается, что рассматривается весь класс, 
как целое, а не его отдельные числа, соответствую¬ 
щие тому или другому значению числа х, что число 
х не имеет значения, что оно есть, по выражению 
Сильвестра, только тень (итЬга); важны только число 
ж, как определяющее распределенйе чисел между 
классами, и число г, характеризующее каждый от¬ 
дельный класс. Вследствие введения понятия о 
классе, основные свойства сравнений, излагаемые 
в первом отделе Оі$яиі$Шопе$ могут быть формулиро¬ 
ваны иначе. Так теорема о сложении сравнений (§ 6) 
заменяется теоремою: „если число а принадлежит к 
классу Я, число р — к классу В, сумма а-}-? к классу 
С, то сумма чисел а’ и (і\ соответственно принад¬ 
лежащих к классам Я и В, принадлежит к классу С*. 
Это новая формулировка позволяет распространить 
на классы операцию сложения и ея терминологию 
и символику: класс С будет сумма классов Я и В 
(С = Я -1- В). 
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Операция сложения классов обладает очевидно 
свойством коммутативности и ассоциативности *) 

1. я + в==в- я 
2. А -р (В С) -- (Я -В)-» С 

но обладает и третьим свойством, которое 'мы. 
следуя примеру некоторых авторов, назовем свой 
ством мокотонин. По этому свойству: 3. если 
Я-{"В — Я’ г-В, то Я^Я’ и следовательно (при¬ 
нимая во внимание 1) если Я*, В “Я-1-В’ то 
В = В\ 
Подобным же образом теорема об умножении 

сравнений (§ 8) может быть формулирована вкратце 
следующим образом: „Какое-бы число класса Я 
мы ни умножали на какое-либо число класса В, 
произведение всегда принадлежит к одному и тому 
же классу С“. Операция получения из чисел клас¬ 
сов Я и В чисел класса С может быть названа умно¬ 
жением классов; клас С есть произведение клас¬ 
сов Я и В (С = АВ). 
Операция умножения есть очевидно также опе- 

рация коммутативная и ассоциативная; 

1. Я В — В А 

2. Я (ВС) = (АВ) С 

Эти два свойства применяются одинаково в случае 
простого и сложного модуля* Что касается до свой 
ства монотопчпі то оно в случае простого модуля р 
сохраняется только в том случае, если мы исклю 
чим класс О, т. е. класс чисел делящихся на р; так 
как из сравнения ка=ЕкЬ (мод р) не следует, что 
а = Ь (мод р), если к = о (мод р), то из равенства 
ОА — ОВ не следует равенство классов Я и В. 
Что касается до оставшейся совокупности р — 1 
классов, то она характеризюруется по отношению 

*) См. мое „Введение в анализ” вып, I. 
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к операции умножения следующими тремя свой¬ 
ствами: 1. Из двух классов совокупности (различ¬ 
ных или тожественных) путем умножения состав¬ 
ляется третий, принадлежащий к той же сово¬ 
купности. ~2. Умножение классов есть операция 
ассоциативная: А (ВС) - (АВ) С.—3. Из равенств 
МВ —/ѴВ или ВА — ВА' следует равенство А = А\ 
Всякая совокупность конечного числа элементов 

(чисел, вещей, операций, классов и т. л.), обла¬ 
дающая тремя свойствами: 1. из двух элементов 
путем некоторой операции составляется третий 
(элементы могут быть различны или тожественны). 
2. операция составления есть операция ассоциатив¬ 
ная и 3. монотонная — называется конечною группою; 
число ея элементов называется порядком группы *). 
Следствием этих свойств является во первых, 

существование единицы (главного элемента группы) 
Н (АН ~ НА — А), во вторых, возможность найти 
для всякого элемента А обратный элемент В, так 
что АВ —Н. Элемент В обозначается А-”1. Если 
операция, которая служит к составлению элементов, 
есть операция не только ассоциативная, но и 
коммутативная, то группа называется Абелевою. 
Группа р — 1 классов есть очевидно Абелева 

группа. Взявши какой-либо класс А, мы получаем 
из него классы А, А", А°,,. Ап.... Так-как число 
классов конечно, то между этими классами должны 
встретиться два тожественные Ак и А1 \ Отсюда 

:!ч Это определение группы дано Вебером (І882) в сіаіье 
посвященной доказательству теоремы, что каждая собственно, 
примитивная квадратичная форма может представить без¬ 
конечное множество простых чисел (МаІН. Дп. В<1 20).В по 
следнее время аксиоматическое исследование групп было 
предметом работ американских математиков Диксона, Мура, 
I ентингтона и др. Историческия сведения о теории групп 
читатель может найти в нашей брошюре: Математика. 
Казань 1916. 
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следует что, А-1. Применяя доказательство, данное 
Эйлером для теоремы Фермата, мы находим, что 
1—показатель, к которому принадлежит Л (степень 
класса Л или число членов периода) есть делитель 
порядка группы, т. е. числа р—1. Отсюда, как мы 
видели, вытекает теорема Фермата, которая может 
быть формулирована: А‘‘ ’ - 1. 
Доказанное Гауссом существование первообраз- 

ного корня д для всякого простого модуля р дает 
возможность рассматривать все р—1 классов, как 
степени одного класса, который называется оенов- 
пъш. Подобные конечные группы носят название 
циклических и изучались еще Лагранжем в теории 
перемещения букв. 
Перейдем теперь к случаю сложного модуля гть 

Мы должны тогда для того, чтобы получить гругтц 
классов, исключить все классы, представители ко¬ 
торых суть числа, имеющие общего делителя с мо¬ 
дулем т. (исключенные классы Кронекер называет 
делителями О), ибо иначе совокупность классов не 
обладает, как легко видеть, монотониею. Оставшиеся 
*<"> классов, которые называются д^тыелями 
единицы, или короче единицами по модулю т., 
обладают всеми четырьмя свойствами, характери¬ 
зующими Абелеву группу. Но так как для произ¬ 
вольного сложного числа т (Оіздиіз. §(92), за исклю¬ 
чением случая, когда т есть или степень простого 
нечетного числа или удвоенная степень простого 
нечетного числа или наконец равно 4) не суще¬ 
ствует первообразного корня, то не имеет места и 
то прекрасное свойство, по которому имеются числа, 
которых период содержит все числа взаимно-простые 
с тв, и поэтому группа ? {т) классов не есть группа 
циклическая. Но как к Абелевой группе к ней при¬ 
менима тогда одна из важнейших теорем теории Абе¬ 
левых групп: теорема, опубликованная почти одно¬ 
временна Шерингом (1868 г.) и Кронекером (1870 г). 
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Теорема эта, повидимому, известная Гауссу *), была 
найдена Шерингом при изучении композиции 
форм **). Кронекер, со свойственною ему способ¬ 
ностью и любовью к обобщению, увидел, что прин¬ 
ципы этой теоремы не зависят от того вопроса, с 
которым она была связана у Шеринга, и принад¬ 
лежат более обшей и более абстрактной сфере 
идей ***). Эту сферу идей мы называем теперь 
абстрактною теориею групп г;***). 
В приложении к элементарному примеру группы 

классов теорема позволяет представить каж¬ 
дый из этих классов в виде произведения степеней 
нескольких основные классов. 
Для уяснения этой теоремы возмем пример т 45. 

Все 24 класса делителей единицы представляются 
под видом произведения степеней двух классов 
2 и 44,. т. е. под видом 27 44*'. Так как 2 имеет 

12 ^ 

периодом 12 (2“-~1), а 44—периодом 2 (44—1), то 
л может принимать значения: 0,1..Л1, Комби¬ 
нируя все возможные значения я и мы и полу¬ 
чаем все 24 класса, так, например,7 ~ 2.744,17 ~21у« 
Вообще, в случае основных классов Я, В С,... 
имеющих периоды а, Ь, с,... всякий класс может 
быть представлен под -видом Аа В^ С7..., причем 
* принимает значения 0,1,,.а, значения: 0,1... 
Ь и т. д. Система показателей а, у,... совпадает 

*) Шегке В8. II. Мемуар на франи. языке: доказательства 
некоторых теорем, касающихся периодов классов бинарных 
форм второй степени. 

**) Біе РипсІатепЫсІаззеп 8ег 2115а ттепзеІгЬагеп агіііѵ 
теіізсНеп Рогтеп. ЯЬЬ. д, Кді. Сез. ги СбШпдеп 1868. 

***) Аизеіпапсіегзевпіпд еіпідег ЕідепзсЬаДеп ісіеаіег 
сотріехег 2аЫеп (\Ѵегке В8. I. 171—183). 

'****) Желающие познакомиться с основаниями абстрактной 
теорией групп могут обратиться к первым главам второго 
тома Ялгебры Вебера. Иэ более подробных сочинений ука¬ 
жем: Шмидт. Абстрактная теория групп. Киев, 1916 г. 



с системою указателей (индексов), определение ко¬ 
торой дано Гауссом в Оі$чиізіііопе$ *). 
Если мы параллельно с группою ъ <нг классов 

будем рассматривать изоморфную с нею группу 
чисел со, ,,4 степеней первообразных корней 
уравнений: хг‘ 1 -0,хв—1—0,... то легко найдем, 
что каждому классу соответствует определенное 
число — со * (о ■; со — хариктер. 

Общая теория характеров групп развита Фробени- 
усом в его замечательных мемуарах по теории групп. 

2. Особенные свойства классов 1 (числовый луч) и 
класса О (одночленный модуль). Многочленные модули 

Отдельные классы, рассматриваемые как инди¬ 
видуумы, могут, подобно числам, иметь свои спе¬ 
циальные свойства и в современной теории чисел 
изучение этих свойств оттесняет изучение свойств 
отдельных чисел. При всяком модуле как простом, 
так и сложном, особенный интерес представляют 
пва класса; класс 1 и класс 0. 
Я. Особенность класса 1 заключается в том, что 

его числа воспроизводятся путем умножения и де¬ 
ления (по модулю). Действительно если 7 .. 1 (мод. т) 
и {3;_Л (мод. т), то и а 1 (мод. гл), т. е. произ¬ 
ведение двух чисел класса 1 есть число того же 
класса. Употребляя для обозначения числа х удо¬ 
влетворяющего сравнения ах* 3 (мод. гп) обозна- 

чениех---^- (мод. гл), мы легко докажем, что если 

'/ I мод. т) и (мод. т) то и у г 1 (мод. гп). 

Совокупность чисел, воспроизводящихся путем 
умножения и деления,Фютер**) предложил называть 

*) См. об этом ОігІсЫеі:. Ѵогіезипдеп § 127 131, и Кго- 
пекег. Ѵогіезипдеп (1901). 19-лекция. 

■**) См. Риеіег, ТЪеогіе без 2аЫзігаЫеГі (Сгеііе'з Іоигп. ВсІ. 130 
ХѴеЬег употреблял термин: „2аЫдгирреп“ (МаДі. Ап. ВсІ. 48;. 
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числовым лучек Яругой пример числового луча 
представляет совокупность всех квадратных вычетов 
данного числа, как результат свойства символов 

Лежандра и Якоби: 

Б. Еще большее значение имеют те совокупности 
чисел, которые воспроизводятся операциями сло¬ 
жения и вычитания и которые Дедекинд в своих 
замечательных работах по арифметике алгебраиче¬ 
ских чисел предложил называть модулями. 
Класс 0, т. е. совокупность всех чисел кратных 

некоторого числа т, есть очевидно пример модуля. 
Этот модуль мы будем обозначать (ш) и называть лп 
основанием одночленного модуля (т). Так, например 
(5) есть совокупность безконечного ряда чисел: 
10, — 5, 0,4-5,4-10,4-15,... Из всей совокупности 
вещественных целых чисел можно выделить и 
другие совокупности, обладающие тем же характе- 
ристическим свойством модуля. 
Возьмем определенные целые числа т, п, р.... и 

придадим х, у, 2,... всевозможные целые значения, 
тогда совокупность чисел вида тх пу — рх 4-... 
очевидно есть модуль. Но т, п, рг.. могут быть 
и произвольные числа (иррациональные или ра¬ 
циональные); по прежнему совокупность чисел 
тх~Ь пу + р2 -р... будет модулем, который будет 
обозначаться знаком (т, п, р,...); числа т, п, р... 
называются основанием многочленного модуля. 
Не имея возможности подробно излагать теорию 
многочленного модуля, мы остановимся на важ¬ 
нейших свойствах одночленного модуля. 

На, модули распространяются понятия делимости; 
делителя, кратного, общего наибольшего делителя, 
наименьшего кратного. 
Модуль (т) делится на модуль (п), если все числа, 

входящие в модуль пл входят в модуль (п). Так все 
числа модуля (10) очевидно входят в модуль (2) и 
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следовательно модуль (10) делится на модуль (5), и 
модуль (5) есть делитель модуля (10) *). 
Будем иногда обозначать это отношение между 

модулями знаком <; так (б) <(3). 
На основании этого определения модуля обший 

делитель модулей (га) и (п) есть очевидно совокуп¬ 
ность чисел, включающих все числа модуля (т) и 
модуля (п), т. е. все числа вида тх и пу, где х и у 
суть целые числа; и* по определению модуля, он 
будет включать следовательно и числа вида тх-р пу. 
Но он будет включать и другие числа. Так наприм., 
общий делитель модулей (24) и (30) будет включать 
в себе и числа модуля (3), так как всякий делитель 
модулей (24) и (30) включает в себе числа этого 
модуля. 
Напротив, общий наибольший делитель О моду¬ 

лей \і< — (т) и ѵ = (п) (Дедекинд обозначает этот 
новый модуль Б символом (и : ѵ **) включает в себе 
только числа вида тх ~!~пу. 
Так как одна из основных теорем теории чисел 

заключается в том, что всегда можно найти два 
целые числа х и у так, что тх - пу -—о, где о есть 
общий наибольший делитель чисел т и п, то сле¬ 
довательно модуль Б содержит в себе число о. 
Все его числа суть кратные о, т. е. он совпадает 
с модулем (6). Таким образом двучленный модуль 
(т, п) приводится к одночленному (о) и легко видеть, 
что и всякий многочленный модуль приводится к 
одночленному модулю (о). 
Аналогично с определением делителя и общего 

*) Определение делителя противоречит отношению между 
.объемами" модулей, т. к. в делителе больше Чисел, чем 
делимом г. е. его кратном. Но зато сохраняется аналогия 
делимостью чисел. 

**) Операция сложения модулей есть, очевидно, операция 
ассоциативная и коммутативная, но мы имеем добавочный 
закон у- р у. = и. подобно тому, как это имеет место в ма~ 
тематической логике для умножения понятий. 
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наибольшего делителя можно дать определение 
кратного и наименьшего кратного двух или боль¬ 
шего числа модулей. Модуль М—наименьшее крат¬ 
ное двух модулей (Дедекинд обозначает модуль М 
символом разности у—ѵ *)— есть совокупность чисел 
одновременно принадлежащих к обоим модулям. 
Например для модулей (24) и (30) наименьшее крат¬ 
ное есть модуль (120). 
Над модулями, как над математическими инди¬ 

видуумами, можно производить операции. Особенно 
важное значение, как мы увидим в следующей 
главе, имеет операция умножения. Произведением 
двух модулей р. и ѵ Дедекинд называет модуль, за¬ 
ключающий в себе все числа, получающиеся путем 
умножения какого-либо числа первого модуля на 
какое-либо число второго модуля, а также и все 
числа, получающиеся от сложения подобных произ¬ 
ведений. Так произведение двух модулей (3) и (5) 
будет заключать в себе произведение всякого крат¬ 
ного числа 3 на всякое кратное число 5, а также и 
все числа, получающиеся от сложения подобных 
произведений. 
Очевидно, операция умножения модулей есть 

операция ассоциативная и коммутативная. Роль 
единицы играет здесь, очевидно, модуль (1). Вместе 
с умножением модулей определяется и операция 
возвышения в степень, законы которой тожественны 
с законами аналогичной операции над числами. 
Определения, данныя для одночленных модулей, 

переносятся без труда на модули многочленные. 
Но, как было выше указано, пока мы рассматри- 

*) Предоставляем читателю найти законы опера ций нахо¬ 
ждения разности модулей. 
В статье: \Ѵаз зіпсі ип<3 \ѵа$ зоііеп <3іе 2аЫеп (русский пере¬ 

вод в Казанском сборнике по основаниям арифметики), 
Дедекинд называет модуль М-обідностью (СетеіпЬеіІ), Вебер 
употребляет термин: сечение (ОигсЬзсЬпШ:). 
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ваем исключительно целые вещественные числа, 
теория многочленных модулей является ненужною, 
гак как всякий многочленный множитель может 
быть заменен одночленным. 
Теория многочленных модулей (Кронекер и его 

Школа употребляют предпочтительнее термин: си¬ 
стема модулей или делителей), приобретает напро¬ 
тив громадное значение, если мы будем рассматри¬ 
вать или числа какого-либо алгебраического тела 
(см. гл. XI) или целые функции от переменной с це¬ 
лыми коеффициентами (см. § 5). Но прежде чем 
перейти к этим двум замечательным обобщениям 
обыкновенной арифметики, начало которым поло¬ 
жено также Гауссом в мемеуарах, изданных после 
Оі$Яиі$іі:іопе$, полезно возвратиться к понятию о 
классе и дать возможность познакомиться с дру¬ 
гими частными случаями этого общего понятия. 

§ 3. Распределение бинарны* квадратичны* форт на 
классы и композиция классов* 

В Ѵ-ом отделе О^иізШопез, понятие о классе и 
операциях над классами выступает у Гаусса еще 
определеннее, чем в первых двух отделах, посвя¬ 
щенных числам. Понятие о классе является важней¬ 
шим результатом теории приведения; операции над 
классами изучаются в теории композиции форм. 
Диалогично конечности числа классов чисел по 
данному модулю, число классов собственно при¬ 
митивных квадратичных форм данного определителя 
есть число конечное. Все формы одного и того-же 
класса могут представлять только одни и те-же 
числа, так что решение вопроса о представлении 
числа с помощью формы данного определителя 
сводится к решению вопроса для конечного числа 
приведенных форм. В каждом классе можно вы¬ 
брать только одну приведенную форму, которая 
будет таким образом представителем класса, пс 
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яобно тому, как в каждом классе чисел- можно 
выбрать одно число—представитель класса. 
Теория композиции форм изучает составление 

форм посредством умножения и, как мы видели 
(Гл. IX), на основании основной теоремы этой тео¬ 
рии, приводит к определению операции умножения 
классов форм. Эта операция есть операция ассо¬ 
циативная и коммутативная и на основании этого 
совокупность классов форм имеет все четыре 
свойства, характеризующие Ябелеву группу. Таким 
образом к совокупности всех классов приложима 
теорема Шеринга-Кронекера. Классы главного рода 
составляют также Ябелеву группу. Если все классы 
главного рода могутъ быть выражены степенями 
одного и того-же класса О, т. е. группа классов есть 
группа циклическая, то мы получаем полную анало¬ 
гию с теориею степенных вычетов числа; класс О 
играет роль первообразного корня. Гаусс называет 
определители, при которых имеет место этот случай, 
правильными (§ 306); в противном случае определи¬ 
тели называются неправильными, Во втором случае 
на основании теоремы Шеринга-Крокекера можно 
найти некоторое конечное число основных классов, 
так что каждый класс главного рода может быть 
выражен произведением степеней этих основных 
классов и охарактеризирован системою указателей. 

§ 4. Классы в теории квадратичны* иррациональностей. 

Теории приведения форм, равно как и теории 
композиции, Гаусс придал строго выдержанную 
алгебраическую форму, вследствие чего изучение 
композиции форм в изложении Оі$яиі$Шопе$ пред¬ 
ставляет большие трудности. Не желая прибегать 
к разложению на мнимые множители, Гаусс не 
прибегал и в случае форм с положительным опре¬ 
делителем к разложению на вещественные ирра¬ 
циональные множители. Однако, есть основание 
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думать, *) что Гаусс при своих выводах поль¬ 
зовался таким разложением и только, подобно 
Ньютону в его Ргіпсіріа, предпочел синтетическую 
форму изложения. Дальнейшее развитие теории 
чисел, основанное не только на внимательном изу¬ 
чении Оізяиізііііопез, но и на сближении теории 
чисел с другими отделами высшей математики, 
позволило придать теории Гаусса иную форму 
арифметики квадратичных иррациональностей или, 
иначе говоря, чисел квадратного тела. Необ¬ 
ходимо, хотя в самых сжатых чертах, познако¬ 
миться с этою иною постановкою теории бинар¬ 
ных форм. 

Каждой бинарной квадратичной форме ах- - ’• вху-! 
су2 соответствует уравнение 2 ой степени а<о- 
в<л -с - - о и следовательно два корня этого 

уравнения соі и Назовем главным один из них, 
Ь • ! сі , 

а именно корень , где, если а положитель¬ 

но, корень взят со знаком-;, если же сі отрицэ 
тельно, то —і] "сГ положительно, 
Мы можем обобщить вопрос — рассматривая 

уравнение 2-й степени с произвольными веще¬ 
ственными коэффициентами; так что главный ко¬ 
рень будет произвольным комплексным числом 
х — іу (у " ' о) и ввести понятия об эквивалентности 
чисел и о л.шссс, называя эквивалентными числами 
или числами, принадлежащими к одному и тому же 
классу, все числа получающиеся из одного какого- 
либо с помощью унимодулярного линейного 

преобразования . Тогда можно **) в классе 

найти одно приведенное число, удовлетворяющее 
1 . 3 

неравенствам: (П х * 2-; х2-гу-'^ 1 и след.у2>-д 

*) Кіеігі. АиздешаЫіе Ѵогіезипдеп сіег 2аЫеп*Ьвогіе*1896. 
**) Оесіекіпсі. ВсНгеіЬеп ап Неггп ВогсЬагсІІ йЬегсИе ТНеогіе 

<іег еШрКсзЬеп Мо^иі-Ніпксйопеп* СгеІІе’§ ]оигпа1, Всі. 83 (1877) 

Ш 



Понятно, что приведенные числа всех классов 
наполняют некоторый континуум (соответствую¬ 
щее геометрическое представление будет указано 
далее в главе XII); число классов таким образом 
безконечно велико. 

В том частном случае, когда уравнение 2-ой сте¬ 
пени имеет целые коэффициенты, т.-е. соответствует 
бинарной квадратичной форме, изучаемой в теории 
чисел, корни уравнения имеют форму х у У А, где 
х и у суть целые или рациональные числа; что 
касается до б, то, не нарушая общности, мы мо¬ 
жем считать сі числом целым, отличным от еди¬ 
ницы, и не имеющим квадратного множителя. Со¬ 
вокупность всех чисель со — х~рУ> ^ где х и у 
суть рациональные числа, имеет то замечательное 
свойство, что алгебраическая сумма, произведение, 
частное двух таких чисел, а следовательно и вся¬ 
кая рациональная функция с рациональными коэф¬ 
фициентами есть число тсж-же совокупности, т.-е. 
совокупность воспроизводится операциями сложе¬ 
ния, вычитания, умножения и деления подобно со¬ 
вокупности всех рациональных чисел, Дедекинд 
предложилъ называть такую совокупность „телом", 
желая этим отметить органическое единство всей 
совокупности. Рассматриваемая нами совокупность 
есть квадратичное тело и обозначается К (У б )< 
Соответственно, тело рациональных чисел обозна 
чается через Р И). 

В этом частном случае условия (I) позволяют по¬ 
казать, что для каждого данного определителя сі 
существует только конечное число приведенных 
чисел, составляющих уже дискретную систему и 
следовательно доказать теорему, что число клас¬ 
сов квадратичных иррациональностей, соответствую 
щих бинарным квадратичным формам теории чи¬ 
сел, конечно. Эта теорема соответствует таким об- 



разом теореме о конечности числа классов бинар- 
ных квадратичных форм *). 
Тело К (У" сі) заключает в себе совокупность кс^р- 

ней уравнения ©2 -[- А© В = О, где А и В суть 
целые числа. Эти корни суть целые числа тела. 
Обозначая тогда буквою т число 46 или сі, смотря 
по тому, имеет ли место сравнение в первом слу¬ 
чае 6^2 или 3 (тосі 4) во втором сі ^(ппосі 4), мы 
можем представить все целые числа под видом 

і + и —“—, где і и и суть целые рациональные 

числа, т.-е. другими словами совокупность целых 
чисел, которые воспроизводятся действиями сложе¬ 
ния, вычитания и умножения (такие совокупности 
называются коѣцами), есть двучленный модуль 
Г 0 + /П1 

1, —-— и такой двучленный модуль не может 

быть никоим образом сведен на одночленный. 

5, Основания теории цепы* целочисленные функций. 

Второй замечательный пример многочленного мо¬ 
дуля выводит нас из сферы чисел в более общую 
сферу алгебраических величин. Высшая арифме¬ 
тика получает благодаря этому обобщению новый 
характер; вместо науки о целых числах она стано¬ 
вится наукою о целом. Элементами ея являются не 
целые числа, но целые функции от одной или не¬ 
скольких независимых переменных. Недостаток вре¬ 
мени и места заставляет нас ограничиться простей¬ 
шим случаем, когда эти элементы суть целые функ¬ 
ции от одной переменной и притом с целыми коэф¬ 
фициентами. Тогда обобщенными многочленными 
модулями является совокупность целых функций 

*) Более точное определение отношения числа классов 
иррациональностей и числа классов форм можно найти в 
мемуаре Вебера: ,,'і Ьеогіе бег гаЫдгирреп" (МаіН. Дпп. Вс! 48) 
и в его Алгебре (том I, стр. 413). 
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вида М, а-і-М, и,4-...4-Мі С* где М„ М3.... Мі 
суть данные целые функции, а 0„ СІ3... Сіі суть ка¬ 
кие-либо целые функции. Начало этой общей тео¬ 
рии мы находим также у Гаусса, который в напе¬ 
чатанном после его смерти: ЯпаІузіз гезісіиогит.*) 
рассматривал целые функции в двух предполо¬ 
жениях: 

1) при модуле целом числе р 

2) в случае двучленного модуля [р, Г (х)]. 

В первом случае назовем две функции сравни¬ 
мыми по модулю р или принадлежащими к одному 
и тому же классу, если коэффициенты при одина¬ 
ковых степенях переменной сравнимы по модулю р. 
Очевидно, что если мы не ограничим степени т, 
то число классов будет бесконечно велико. 
Если же мы будем рассматривать функции сте¬ 

пени гл (коэффициент при х“ есть поэтому число 
не делящееся на р), то число классов будет ко¬ 
нечно и равно (р — 1) р*. 
Понятно, что над этими классами могут быть 

производимы операции подобно тому, как это было 
показано в § 1,и что законы этих операций тоже¬ 
ственны с законами операций над классами чисел. 
Функция Я называется делимою на функцию В по 
модулю р, если можно определить функцию С так, 
что Я = ВС (тоб р). Но и весь класс функций — 
это бесконечное множество функций—может-быть 
уподоблен целому числу и аналогично, например, 
сравнению по модулю числа гл между числами 
мы можем рассматривать сравнения между клас¬ 
сами по модулю класса. 
Два класса функций или их представители Я и 

В будут сравнимы по отношению к классу функ¬ 
ции, представитель которого есть функция М = Ях), 

') \Ѵегке ВсІ !І 
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если разность Я — В делится на функцию М (или 
модуль М) по модулю р, т.-е. если 

Я^В ]-СМ (мод р) 
или иначе 

Я-В ! -СГ (х) + Р Нх). 

В этом случае Я—Весть функция двучленного мо¬ 
дуля, основания которого суть функция 0-й степени р и 
функция степени, т : ^(х). Функции Аи Вбудутпринад- 
лежать к одному и тому же классу по двойному модулю 
\ р, і (к)}. Представителем класса можно считать 
функцию вида а^х1^1 .ат — 1 
где числа а0, а, . . ат суть целые числа из ряда 
О, 1, .... р. Число классов конечно и равно р™. 
К этим классам применяется вся теория классов, 
напр., имеет место теорема Фермата, по которой 
для всякой функции X не делящейся на функцию 

^ лі 1 

1(х): х 1 (мод. р, Цх)). Совокупность классов 
воспроизводится действиями сложения, вычитания, 
умножения и деления и представляет поэтому ко¬ 
нечное тело, которое носит название поля Галуа 
11811 — 1832). Талантливый безвременно погибший 
математик ввел в теорию чисел особые мнимые, 
числа, теория которых совпадает с теориею классов 
Функций по двойному модулю. 

6. Важнейшие понятия современной высшей ариф 
метики. 

1 Іа протяжении настоящей главы мы встретились 
с некоторыми понятиями и терминами; одни из 
них даны самим Гауссом, большая часть соста¬ 
вляет естественное развитие идей им положенных 
в основание современной высшей арифметики. 
Так как наша наука в значительной степени харак- 
геризируется введением этих понятий, то мы считаем 
полезным более точное их определение и приве- 
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дение их в систему. Их общая черта заключается 
в том, что все эти понятия суть частные случаи 
общего понятия замкнутой системы целых чисел 
(или целых функций) или даже системы других зам¬ 
кнутых систем. 
Так класс чисел есть замкнутая система чисел экви¬ 

валентных по отношению к некоторой группе пре¬ 
образований, Класс целых чисел Р по модулю т за¬ 
ключает в себе числа эквивалентные по отношению 
к группе преобразований х ~ Р ті, класс квадрат¬ 
ных иррациональностей заключает в себе числа «>', 
получающиеся из числа со линейными унимодуляр¬ 

ными преобразованиями ^ где ао — -Зу. 1 

Л 7> ''••• суть целые числа). Мы встретились затем 
с рядом систем целых чисел или чисел тела 
замкнутых по отношению к тем или другим опе¬ 
рациям, иначе говоря, образующим область, опре- 
пеляемую этими операциями. 1) Если эти операции 
суть операции сложения и вычитания, то мы имеем 
модуль; 2) если эти операции суть операции умно¬ 
жения и деления—луч: *) 3) если операция -- сло¬ 
жение, вычитание и умножение — кольцо **) и на¬ 
конец, 4) в случае операции сложения, вычитания, 
умножения и деления — тело ***). 
На этом последнем понятии, основном не только 

для высшей арифметики, но и для высшей алгебры, 
позволяю себе остановиться. Пока мы остаемся в 

■) Вебер употреблял выражение: ^аЫ^шрре. 
Кронекер употреблял термин область полости (Іпіед 

гііаіз ЬегеісЬ), Дедекинд —термин порядок. Термин кольи 
«веден Гильбертом в его замечательном Отчете. 

***) Кронекер называет такую систему областью рацио 
нальности (КаііопаШіз ЬегеісН); англо-саксонские математики 
предпочитают термин поле. Русские авторы употребляют или 
термин: область (Вельмин) или поле (Граве) или корпус (Ша- 
туновский). (Алгебра, как учение о сравнениях по функцио¬ 
нальным модулям). 
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области чисел обыкновенной алгебры самое обшбе 
числовое тело есть тело, состоящее из всех веще¬ 
ственных и комплексных чисел вида а —1— Ьі. 
В нем заключается (и называется делителем)-. 

1) тело, состоящее из всех вещественных чисел 
алгебраических, т.-е. вещественных корней алге¬ 
браического уравнения с рациональными коэффи¬ 
циентами. 2) Другим его делителем является тело, 
состоящее из всех алгебраических чисел. Действи¬ 
тельно доказывается, что если «и Р суть два алге¬ 

браические числа, то сф и 4 будут также алге¬ 

браические числа. Обобщая эти термины, находим, 
что всякая рациональная функция произвольного 
числа алгебраических чисел есть также алгебраи¬ 
ческое число. В теле всех алгебраических тел за¬ 
ключается кольцо целых алгебраических чисел кор¬ 
ней уравнений хт4*а,хш~1-}-а2хт~2-{-.....-(-ат = о, 
где коэффициент при высшей степени есть 1, а все 
прочие коэффициенты суть целые числа. Действи¬ 
тельно, если аи^ суть два целые алгебраические 
числа, то и а±р, аф суть целые алгебраические числа. 
Доказывается *), что и корень всякого алгебраиче¬ 
ского уравнения, коэффициенты которого суть целые 
алгебраические числа, есть также целое алгебраиче¬ 
ское число. На основании этой теоремы, если а есть 

Д Г 3 "12 

целое алгебраическое число, то и У а, "\гі V а 
суть целые алгебраические числа. 

Отсюда, очевидно, что арифметика целых алге¬ 
браических чисел не имеет ничего общего с ариф¬ 
метикой целых чисел, ибо всякое целое алгебраи¬ 
ческое число может быть бесконечным числом 
способов разложено на произведение целых алге¬ 
браических чисел, и неразлагаемых целых чисел не 

*) См. Введение в анализ, вып. И. § 23. 
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существует* Иное представляет совою арифметика 
чисел вида (а), определяемых корнем некоторого 
неприводимого алгебраического уравнения Р(х) = о, 
т.-е. арифметика совокупности всех рациональных 
функций числа а с рациональными коэффициентами. 
Арифметика числовых тел или арифметическая 
теория алгебраических чисел составляет существен¬ 
нейшую часть современной теории чисел; ее обоб¬ 
щение— теория тел алгебраических функций—есть 
основание современной высшей алгебры, созданной 
Галуа. К историческому очерку арифметической тео¬ 
рии алгебраических чисел мы теперь и переходим. 

XI. 
Арифметическая теория апге6раически}счисегь 

Та громадная роль, которая принадлежит ком¬ 
плексному числу в современной математике—в теории. 
функции, как и в высшей алгебре, в теории чисел, 
и в геометрии, и в математическом естествознании 
(символическая формула Минковского ЗЛО5 килом. 

-= У'—і сек.) неразрывно связана с именем Гаусса. 
Мы видели в главе VI, что в ХѴі веке для Кардана, 
одного из оригинальнейших умов эпохи Возрожде¬ 
ния, мнимые корни были указатели невозможности 
решения задачи. В ХѴ11І столетии знаменитое со¬ 
отношение между показательною и тригонометри¬ 
ческими функциями (еіх==Созх-|~і5іпх), найденное 
Эйлером, решило спорный вопрос о логарифмах 
отрицательных чисел и оказало и оказывает 
громадную услугу в математических преобразова¬ 
ниях; Лагранж показал, что алгебраическое реше¬ 
ние уравнения п-ой степени существенно зависит 
от комплексных корней п-ой степени из единицы. 
Но тем не менее, до появления в 1831 г. знаме¬ 
нитого мемуара „ТЬеогіа гезісіиогит Ьіяиасігаііісо- 
гит", мнимые числа, как говорит Гаусс в этом 
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мемуаре, „не получили полного права граждан¬ 
ства в математике и действия над ними рассма¬ 
тривались как безсодержательная игра символами". 
Историческая правда заставляет однако указать, 
что еще у Валлиса (АІдеЬга. Орега, ѵ. II. 1693 
ар. 66-69) мы находим указание на возможность 
конкретного представления комплексных чисел от¬ 
резками, отложенными на прямой перпендикулярной 
к прямой, на которой отлагаются вещественные 
отрезки. Подобные же замечания находятся и у 
многих других авторов (Кюн, Бюэ, Муре, Варрен *У); 
все эти попытки, однако, уступают в ясности и 
определенности теории геометрического представлен 
ния комплексных чисел, данной Каспаром Бессе¬ 
лем в 1797 г. и Аргандом в 1801 г. Но эти две 
работы остались незамеченными . до последнего 
времени и таким образом идея геометрического 
представления комплексных чисел, равно как и вы¬ 
яснение значения их „метафизики" стали общим до¬ 
стоянием математиков только в 1831 г. 
Для самого Гаусса вопрос о комплексном числе 

выяснился, однако, очень рано, еще в эпоху работы 
его над Ьізциізіііопез. На это указывают многие 
места его докторской диссертации (1799), содержа¬ 
щей первое точное доказательство теоремы о 
существовании корня каждого алгебраического 
уравнения **). 
В § 91 Віздиізіііопез по поводу вопроса о рас¬ 

пространении теории указателей на случай модуля 
равного степени 2, Гаусс говорит о возможности 
введения мнимых указателей и высказывает наме 
рение со временем изложить теорию мнимых вели¬ 
чин, „которая до тех пор еще никем не была 
приведена к ясным понятиям". Это намерение и 

*) См. подробнее: Введение в анализ, вып. II. 
**) См. мою диссертацию: „Теория отделения корней си¬ 

стем алгебраическихуравнений." Казань, 1884 г, 

130 



было приведено им в исполнение в 1831 г. в ре¬ 
ферате, написанном им о его втором мемуаре по 
теории биквадратных вычетов. Мы отсылаем чита¬ 
теля к нашему Введению в анализ, вып. II, где он 
найдет перевод тех мест этого замечательного ре¬ 
ферата, в которых Гаусс излагает свои взгляды на 
„метафизику" как мнимых, так и отрицательных 
чисел. После издания Оіздиізіііопез и теория деле¬ 
ния круга и желание распространить теорию квад¬ 
ратичных вычетов на вычеты кубические и биква¬ 
дратные (этим вопросом он начал заниматься в 
1805 г.), приводили его к мысли о введении мнимых 
чисел в арифметику. Около того же времени он раз¬ 
рабатывал теорию лемнискатических функций, кото¬ 
рая приводила его к мысли о введении мнимых вели¬ 
чин в теорию функций; к этому вероятно относится 
его отметка б дневнике „поѵит іп апаіузі сатри$“ 
В 1811 г. он уже имел возможность изложить в 
своем знаменитом письме к Бесселю от 18 декабря 
1811 г. найденные им задолго до Коши основания 
новейшей теории функций от комплексной пере¬ 
менной. Он пишет при этом: „Наука может только 
потерять в порядке и закругленности от оттесне¬ 
ния на задний план фиктивных (йпдігіе) чисел и 
принуждена будет в таком случае на каждом шагу 
придавать общим истинам ненужные ограничения"* 
К тому-же времени, как видно и из его письма к 
Дирихле и из вышеупомянутого реферата, он соз¬ 
дал и арифметику комплексных целых чисел, „убе¬ 
дившись в том, что начала арифметики, до тех пор 
употреблявшиеся, недостаточны для обшей теории, 
которая необходимо требует почти безконечного 
расширения области высшей арифметики (иі сатриз 
агіітеіІсаезиЫішіопзіпНпіііез яиазі рготоѵеаіиг". *). 
Эта арифметика целых чисел вида Я~-Ві, изложен- 

0 \Ѵегке, Вгі. 11 р. 516. 
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пая им во втором мемуаре, требует прежде всего 
введение следующих определений и терминов. 
Гаусс называет нормою произведение двух сопря¬ 
женных целых чисел а-!-Ы и а—Ьі4 т.-е. а- + Ь' 
и обозначает N (а Ьі) ж а8 Ь3. 
Норма целого вещественного числа есть квадрат 

его абсолютного значения. Легко видеть, что норма 
произведения двух чисел Я и В равна произведе¬ 
нию их норм* 
В теории целых вещественных чисел мы имеем 

две единицы 1 и — 1, В теории целых комплекс¬ 
ных чисел единицами будут четыре чйсла, кото¬ 
рых нормы равны .положительной единице, т.-е. 
М, —и —!. Четыре число а-рЫ, іа —Ь. 

— іа^-Ь, — а- Ьі* получающиеся от умножения 
одного из них на четыре единицы, называются 
ассоциированными. Эти числа вместе с четырьмя 
им сопряженными составляют совокупность восьми 
чисел, имеющих одну и ту-же норму: а2-+~Ь3, 
Из общей теории комплексных чисел вытекает, 

что совокупность рациональных комплексных чи¬ 
сел составляет тело, т. к. воспроизводится опера¬ 
циями сложения, вычитания, умножения и деления; 
совокупность целых чисел составляет кольцо, т. к. 
воспроизводится тремя первыми операциями. Целое 
комплексное число а делится на целое число р, 
если можно найти третье целое комплексное число 
/, так, что а — 
Числа сложные в обыкновенной арифметике 

будут очевидно сложными и в новой, но обратное 
заключение не верно. Простые числа обыкновенной 
арифметики разлагаются на множители, которые суть 
целые комплексные числа. Так 2 — (1-{-і) (1—і). 
Всякое простое число вида 4п 1 есть также 
сложное в арифметике Гаусса. 

Если мы назовем в этой арифметике простыми 
числами те.* которые не имеют других делителей 



кроме единиц, самого себя и ассоциированных чи¬ 
сел, то простыми числами будут; 

1) числа простые вещественные вида 4п 3 
2) комплексные множители чисел вида 4п ~{~ 1 
3) число 1 — і. 
Основная теорема теории положительных целых 

чисел состоит в возможности найти по данным двум 
положительным числам Я и В в ряду целых поло¬ 
жительных чисел два других числа я и г так, что Я -- 

Вя - г г и г - В *(Е). 
Яналогичная теорема имеет место и в арифме¬ 

тике Гауссовых чисел. Если даны два целые ком¬ 
плексные числа Я и В, то всегда можно найти два 
пругие целые комплексные числа я и г так, что 
Я — Вя -г- г и МГг) = М (Я-Вя) • N (В)... (О). 
Доказательство этой теоремы весьма просто и 
основывается: 1) на равенстве N (Я—Вя) ^ N (В). 

N я) и 2) на том, что всегда можно, полагая ^ - 

с - сіі найти я ^ ^ !31 так.* чт0 с—' и б — р по 
абсолютной величине будут не более 3,2 и потому 

N — я) ~ М Кс-4 (б - \х) т] < 1 л 

Подобно тому как из положения (Е) вытекает 
алгорифм для нахождения общего наибольшего 
делителя, теорема Евклида и единственность раз¬ 
ложения числа на простые множители натураль¬ 
ных целых чисел, положение (О) имеет своим след¬ 
ствием теорему; всякое сложное ’ Гауссово число 
может быть только единственным способом разло¬ 
жено в произведение конечного числа простых чисел. 
Из положения (Е) вытекает разделение натураль¬ 

ных чисел на классы по модулю В. Подобным же 
образом из положения (О) вытекает, что полная 
система остатков Гауссовых чисел по модулю В 
п соответственно этому число классов равно 

*) См. наприм. „Вверение в анализ" выл. I. 
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норме В. Два числа, принадлежащие к одному 
и тому-же классу сравнимы по модулю В и 
все свойства сравнений переходят без измене¬ 
ния и в общую арифметику. Применяя к но¬ 
вым числам доказательства, данные Эйлером для те¬ 
оремы Фермата и обобщенной теоремы и основанные 
на началах теории групп, мы получаем теорему 
Фермата для чисел вида а —Ьі под формою: 
Если число р есть простое и К—число, не деля¬ 

щееся на р, то К у (Р‘' 1 іг- 1 (мод. р). 
После этого не представляет труда распростра¬ 

нить теорию указателей, теорию первообразных 
корней и т. д. Введение комплексных чисел в тео¬ 
рию квадратичных вычетов придает этой теории 
большую .простоту. Так закон взаимности двух 
простых чисел принимает в арифметике Гаусса 

форму (Е)= (*)• 

Теория комплексных целых чисел была создана 
Гауссом для того, чтобы на ней обосновать теорию 
биквадратичных вычетов натуральных чисел и в 
конце второго мемуарг Гаусс формулировал тео¬ 
ремы этой теории, но оставил важнейшие из них 
без доказательства. Эта незаконченность исследо¬ 
ваний Гаусса побудила Якоби и Эйзенштейна к 
исследованиям в теории кубических и биквадратич¬ 
ны* вычетов. Якоби дал в своих лекциях (1836—37 п). 
первое доказательство закона взаимности в теории 
биивадратичных вычетов. Эйзенштейн дал пять до¬ 
казательств этой теоремы, из которых два осно¬ 
ваны на теории деления круга, а три на теории 
деления лемнискаты, т.-е. на теории- лемнискати- 
чески* функций. Новое обобщение комплексных 
чисел дало возможность Эйзенштейну вывести за¬ 
кон взаимности для вычетов восьмой степени *). 

*) Исследования Эйзенштейна и теория Эйзенштейнов- 
^ких чисел изложена в главе уломянутоговыше сочинения На¬ 
умова: О л рилѳжениях теории эллиптических функцій и т, д. 
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Изучение теории кубических вычетов привело и 
Мкоби и Эйзенштейна ■) к созданию арифметики 

Кагы Яьоои (1804—1851). 

; | Т-З 
чисел вида х уу, где у-- — - 0 т.-е. уесть 

кубический корень из единицы. 

н Си. гя,емуо»> зеншіеі ■ и а к 27ч*; томе журнала Крелле 
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Арифметика этих чисел такие по существу то* 
жественна с арифметикою натуральных чисел, так 
как для этих новых чисел также имеет место ос¬ 
новная теорема: по двум данным числам А и В 
можно найти два числа с\ и г так что А^-Вя , г и 

Тв-ЧІ 1- 

Но попытки дальнейшею обобщения теории 
Гауссовых чисел привели к высшей степени ваЖ' 
ному математическому факту. Эти попытки могли 
итти в двух направлениях, гак как числа вида 
а -- Ы можно рассматривать с одной стороны 
как числа, зависящие от корня двучленного урав¬ 
нения х- т.-е. как мастный случай чисел 
гак называемого циклотомического тела, завися¬ 
щего от корней уравнения х™ 1 -0. С другой 
стороны уравнение 0 есть частный случай 
общего уравнения 2-й степени х- рх ; я~—0, и 
теория Гауссовых чисел может быть обобщена в 
теорию чисел квадратного тела, т.-е. чисел вида 
х 4- у \ где О есть произвольное целое число, 

неравное полному квадрату. Уже в случае 
мы имеем следующий новый факт. Одно и то 
же число может быть двумя или более спосо¬ 
бами разложено на произведение двух неразла- 
таемых на множители вида х у \ --5 чисел. Так 
6 2 у [3 — (1 | :: 5) (1 - і - 5). 21 - 3. 7 - 
і — 1 -! - 2 1-5) (— 1 ■ 2 I 5); Для циклотоми¬ 
ческого тела подобная же особенность встречается, 
например, в случае уравнения *). Для 
комплексных чисел, составленных из корней 5-й 

) Поздравляя Кронекера с днем, когда ему исполнилось 
23 года (7 дек. 1846), Куммер шутливо прибавляет, что 
арифметическая особенность числа 23 не должна мешать 
его холостому ученику и другу . разбиться па два взаимно 
сопряженные комплексные множителя'*. 



или 7-й степени из единицы имеет место теорема 
об однозначности разложения на простые множи¬ 
тели и арифметика таких чисел отличается от обык¬ 
новенной только числом единиц. Исследования 
Куммера не дали ему возможности решить вопрос 
о приложимости законов обыкновенной арифметики 
к теории комплексных чисел, составленных и^ 
корней степеней / -• 11, 13, 17, 19. Но, начиная 
с а- 23 Куммер пришел к выводу, что комплекс 
ное число не есть необходимо абсолютно простои, 
потому что оно не разлагается на множители. К ним 
не применим и Евклидов алгорифм для нахожде¬ 
ния общего наибольшего делителя *). Весьма ве¬ 
роятно, что уже Гаусс обратил внимание на эту 
парадоксальную особенность и искал путь к ее 
объяснению. Лежен-Дирихле, Лиувилль и Коши соз¬ 
навали необходимость обобщения, но только Кум- 
меру удалось восстановить для комплексных чисел 
ииклотомического тела «в случае а простого) ана¬ 
логию с арифметикою обыкновенных чисел ■— вве¬ 
дением новой арифметической концепции—идеаль 
ных простых множителей. 
Начало глубоких исследований Куммера отно- 

сится к 1842 г. и повидимому связано, главным 
образом, с желанием доказать последнюю теорему 
Фермата. Грассман сообщает, что около этого вре¬ 
мени Куммер, подобно Ламе, считал, что он на¬ 
шел полное доказательство теоремы Фермата о 
невозможности решить в целых числах уравнение 

х' у; - 2/ 

и поспешил сообшить его Дирихле, который начал 
свою блестящую математическую деятельность до¬ 
казательством этой теоремы для случая а~5. 
Дирихле возвратил через несколько дней Кум- 

‘9 См. Гаусс: 2иг ТЬеогіе сіег сотріехеп 2аЫеп. ^Ѵегке ВсІ. II. 
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меру его доказательство с указанием, что это до¬ 
казательство было бы вполне безупречно- если бы 
целые числа, зависящие от корня а-ой степени из 
единицы, не только разлагались бы на неразло¬ 
жимые множители, но при том это разложение 
было бы единственное. Но если это второе пред¬ 
положение не имеет место, го большинство зако¬ 
нов арифметики не существует для 'чисел области 

у I і и основанное н.т этих законах доказатель¬ 

ство Куммера падает. Дирихле добавил, что ему ка¬ 
жется, что числа области т действительно не под¬ 
чиняются законам арифметики. Со смелостью кото¬ 
рую можно сравнить со смелостью Лобачевского, от¬ 
вергшего постулатум Евклида или со смелостью твор- 
иев современной теории относительности, Куммер 
решил, как он об этом говорит в поздравительном 
письме к Кенигсбергскому Университету, что ,. ариф¬ 
метическое изучение чисел не должно быть прек¬ 
ращено, ибо эти числа паны природою и их по¬ 
нимание необходимо для проникновения в природу 
уравнений деления круга, для доказательства тео¬ 
ремы Фермата и для нахождения законов взаим¬ 
ности высших степений, наконец, для всей алгебры**. 
Нельзя не отметиіь представляющего громадный 
интерес обстоятельства, на которое не раз указы¬ 
вал Куммер, что на развитие его мыслей много 
влияла аналогия с химией, что гипотетические ра¬ 
дикалы последней навела его на мысль об идеаль¬ 
ных множителях (см. подробнее главу XV). Нам не 
трудно теперь объяснить парадокс, встретившийся 
в области ", т.-е. возможность разложения одного 
числа двумя способами на неразложимые числа, 
примером, взятым из теории натуральных чисел 
1, 2, 3, 4.,.. Представим себе все натуральные 
числа распределенными на две области К0 и К,, 
смотря по тому состоят ли они из четного или не 



чётного числа множителёй, К области К,} будут, та- 
ким образом, принадлежать числа 1, 4*2. 2, вообще 
все квадраты; 6 — 2. 3. 24—- 2. 2. 2. 3 и т. д. На 



Если мы будем рассматривать исключительно числа 
области К0, позабыв о существовании чисел К,, то 
мы встретимся с тем же парадоксом, который 
встретился Куммеру при изучении некоторых цикло¬ 
томических тел. Область К,, заключает с одной 
стороны числа в этой области неразложимые 
(числа равные произведению двух равных или не¬ 
равных множителей области К,), с другой сто¬ 
роны числа разложимые на числа области и 
эти последние числа могут быть разложены двумя 
или более способами. 

Например. 

100=10 10—4.25; 330—6.55^-10.3.3- 22.15. 

Вместо двух областей и Кр мы можем взять 
области Ц, и 1_ , состоящие--первая только из чисел 
вида 4п-|- 1, вторая-—только из чисел вида 4п -; -3. 
Область состоит: 1) из чисел неразложимых 
'абсолютно-простые числа вида 4п-'-1 и числа 
равные произведению двух равных или неравных 
чисел вида 4п [ 3, напоим., числа 17 и 21 -~-3. 7) и 
2) из чисел разложимых, т.-е. равных произведению 
нескольких чисел вида 4п ; 1. Эти разложимые 
числа, как и в предыдущем примере, могут быть 
разложены двумя или более способами іна про¬ 
изведение двух неразложимых множителей. Так 
например441 -- 21--- 9.49, причем числа 21, 9,49 суть 
числа неразлагаемые на числа области Подоб¬ 
ным же образом 10837 —-141.77 — 21.517. Но пара¬ 
доксальность или точнее противоречие с’законами 
арифметики всего ряда чисел исчезает, если мы 
пополним числа области К0 числами области Кг или 
числа области числами области 1.,. Гениальная 
мысль Куммера и заключалась в том, что он по¬ 
ставил задачу: как должно расширить область чи- 
:ал я для того, чтобы в расширенной области раз- 



ложение чисел на простые множители стало бы 
снова единственным. ). 

Эту задачу Куммер и решил вполне для области 
чисел а и он назвал новые делители, соответствую¬ 
щие числам области или п^спыьнымп итеыямн, 
так как они не существуют в области з; в част¬ 
ности он назвал простые делители, соответствую¬ 
щие простым числам 3, 5 в области К, или про¬ 
стым числам 3, 7, 11 в области 1_ по, алчными про¬ 
стыми множителями; числа же области */ он на¬ 
зывал (Бенетонтельными (\ѵігкІісЬе) числами 
В примере областей Ку и К. можно сказать, что 

все числа и действительные и идеальные соста^ 
вляют два класса К(1 и К,, из них первый Км со- 
держит все действительные числа и может быть 
назван ^/авным классом; второй К , напротив, со- 
держит только идеальные числа. Очевидно, что 
произведение каждого числа класса К, на число 
класса дает число класса произведение двух 
чисел класса К(| дает число того же класса; напро¬ 
тив, произведение числа класса К] на число того же 
класса дает число класса К,,. Очевидно также (см. 
главу X ), что мы можем говорить об умножении 
классов, рассматривая каждый из классов за инди¬ 
видуум и что Ки К, - К, К, К , К, ’ К„ К К . 

О В опубликованной по поводу 100-летнего юбилея дня 
рождения Куммера переписке его с Кроиекером мы нахо¬ 
дим (письмо от 14 Июня 1846 г.) интересное указание на то, 
что по сообщению Дирихле Куммеру, Гаусс при обработке 
отдела о композиции форм, уже употреблял нечто в роде 
идеальных множителей и что, как говорил Гаусс Дирихле, 
именно к вопросу о композиции форм относится сноска к 
мемуару о разложении целых функций на линейные мно¬ 
жители. „Если бы я захотел поступать так, как поступали 
ранее математики, употребляя мнимые, то одно из моих 
исследований, очень трудное, могло бы быть представлено 
под более легким вином.“(АѴегке ВсІ ІПд 



Куммер показал, что буквально. текшіе же соотно* 
шения существуют для действительных и идеаль- 
ных делителей области я, но только в более слож¬ 
ном виде. Число классов Н, на которые распа¬ 
даются все делители, как действительные, так и 
идеальные, конечно. Действительные делители со¬ 
ставляют один главный класс Ко; идеальные груп¬ 
пируются в Н — 1 классов: К., К,. Кн--ь И здесь 
можно говорить об умножении классов, причем 
класс К0 играет роль единицы. Теореме Фермата 
соответствует равенство К, " — К,,. Каждый идеаль¬ 
ный делитель может быть рассматриваем как ко¬ 
рень Н-ой степени из действительного числа. Число 
классов есть важнейшее число всей теории. Кум¬ 
мер приложил к его определению методы ана¬ 
литической теории чисел, созданные Дирихле (см. 
главу ХІІІ) и нашел, что Н всегда распадается на 
два множителя, из которых один определяется 
очень прбсто, определение другого представляет 
напротив большие затруднения. 
Мы должны ограничиться сказанным, отсылая 

читателя к мемуарам Куммера. В особенности 
можно рекомендовать мемуар: КесЬегсЬез $иг 1е$ 
потЬгез сотріехез. погашенный в ^игпаі сіе Ыои- 
ѵіііе (Ѵоі XVI). В конце этого мемуара, предста¬ 
вляющем полное резюме работ Куммера, он при¬ 
лагает свою теорию к делению круга и к доказа¬ 
тельству последней теоремы Фермата (см. гл. XIV). 

Теория идеальных множителей дана Куммером 
для случая циклотомического гела, определяемого 
уравнением хр — 1 —0, где р есть абсолютно-про¬ 
стое число. Ея распространение, данное Фуксом 
для циклотомического тела, определяемого уравне¬ 

нием хт — 1 ™ 0, где т есть Число сложное, *) 

*) Лоигпаі Сгеііе ВсІ. 61 и 65. 
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Эрнст К ум мер И 810 18) 

принципиальных трудностей. Такие трудности яви¬ 
лись однако при распространении теории идеальных 

іЬіВет ВсГ 67„ 
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чисел на тела, определяемые произвольным алге¬ 
браическим уравнением Р (х) 0. Теория Куммера • ), 
основанная на соответствии, существующем между 
корнями уравнений Р (х) —Он решениями сравнения 
Р( х)г_ ~0 (мод. р) оказывалась неприменимою для тех 
исключительных простых чисел р, которые являются 
множителями дискриминанты уравнения Р (х) - 0, 
К распространению общей теории и на этот слу¬ 
чай направлены исследования Зеллинга **) и Е. И. 
Золотарева в его статье, напечатанной после его 
смерти в журнале Лиувилля *",*). Теория Золотарева 
основана на теории функциональных сравнений 
высших степеней и, к сожалению, прошла почти 
незамеченною. ****) Вопрос о том, каким образом 
может быть основано на теории сравнений высших 
степеней разложение абсолютно-простых чисел на 
идеальные множители рассматривается в ряде ра¬ 
бот Гензеля, *****) разработавшаго указания, данные 
Кронекером в его классической, но представляю¬ 
щей громадные трудности работе: „Огипбзиде еіпег 
агііНтеіізсНеп ТЬеогіе бег аІдеЪгаізсЬеп Огб$зеп“. 

Наибольшее влияние на дальнейшее развитие 
общей арифметической теории алгебраических 
чисел имели теории, созданные Дедекиндом и Кро¬ 
некером, отличающиеся друг от друга по форме, 
но вместе с тем близкие по существу. 

*} Полное собрание мемуаров Куммера не издано; пол¬ 
ный список его мемуаров, относящихся к теории комплекс 
пых чисел, находится в „Керогі“ Смита (Рарегз. р. 97). 

2еіЬсЬгіД ітіг МаіЬетаЬк ипб РНузік. 1865 г. 
***) 5иг іа іЬёогіе без потЪгез сотріехез. Зоигп. сіе У оиѵіііе 

1880 г. 
■!;***) Об ней упоминает іолько Кронекер в своих ОгипсГ 

гиде {\Уегке В8. II 5. 383). Бахманну (ТЬеогіе 8ег 2аЫкбгрег 
р. 153) она осталась неизвестною, не упоминается она и в 
отчете Гильберта. 

*****! Сгеііе з Зоигп. Век 113. 
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Теория Дедекинда *) основывается на понятии о 
многочленном модуле и определении произведения 
модулей. По этому определению (см. выше глава § X) 
равенству между числами 6=2. 3 соответствует оче¬ 
видно равенство [6] = [2]. [3] 
Для уяснения основной идеи теории Дедекинда 

применим ее к области чисел Ц, в которой отсут¬ 
ствует, как мы знаем, единственность разложения 
числа на неразлагаемые числа. Так, например, 
10857 = 141.77* " 21.517 равенство, которое может 
быть заменено другим: [10857] = [141] [77] ~~ [21] 
[517]. Введем четыре двучленные модуля я=[141,21], 
? = [141,517), 7 = [77,21 и о--: [77,517]. Но легко 
видеть, что эти модули как раз равны числам 
области Ц : 3, 47, 7, 11. Поэтому введение этих 
двучленных модулей может заменить отсутствие 
чисел 1_ и мы можем снова получить однозначное 
разложение числа области І_.0 на произведение дву¬ 
членных модулей г а, о, каждый из которых 
представляет собою совокупность действительных, 
т.-е. принадлежащих к области Ц чисел. 
Подобным же образом поступаем в случае тела 

К (уСіГз), в котором отсутствует единственность 
разложения целого числа на неразлагаемые мно¬ 
жители. Так, например, 21 = 3.7 ----- 

(4 1/- 5) (4— > 5). 

Если мы составим двучленные модули (3, 4 \- 
л У 5), (3, 4- •) з). (7, 4 '-Г э) (7, 4-Ѵ~ъ), 
іо произведение этих неразлагаемых двучленных 
модулей дает по правилу умножения двучленных 

*) Она опубпикована им в первый раз в приложении к 
2-му изданию лекций Дирихле 1871 (см, ;акже третье издание, 
1879. В расширенном и измененном виде она изложена в 
четвертом издании лекции Дирехле 1894. 

См. также французский мемуар Дедекинда: Зиг Іа Дтёогіе 
сіез потЬгез епйегз аІдёЬгічиез, 18?7 г. и ВасЬтапп: АПде- 
теіпе АгііНтеЧк <3ег 2аЫкбгрег. 1_еір2ід. 1905 г. 



модулей, модуль сводящийся к одночленному мсг 
дулю (21), и это разложение одночленного модуля 
(21) в произведение четырех двучленных есть един¬ 
ственное. Таким образом снова восстановляется 
основной закон арифметики обыкновенных чисел 
и является возможность применить к числам тела 
К (|/"“5) все ея теоремы. 
Двучленные модули, нами введенные, суть 

/'деб^ш-Дедекинда. Они отличаются от идеальных 
чисел Куммера тем, что они представляют собою 
вполне реальную совокупность безконечиого мно- 
жества действительных чисел тела, между тем, как 
идеальные числа Куммера были только символами, 
соответствовавшими совокупности нескольких срав¬ 
нений * **)). 
Недостаток места не позволяет нам сколько-ни¬ 

будь подробно остановиться на изложении гениаль¬ 
ной теории идеалов числовых тел, данной Дедекин- 
дом и обобщенной-им и Вебером на случай тела 
алгебраических функций в мемуаре: „ТНеогіе сіег 
аІдеЬгаІБсНепРипсііопепеіпегѴегапсІегІісНеп“ (СгеІІе'з 
.^игп* ВсІ. 92- 1882) *ѵ). В том же самом томе жур¬ 
нала Крелле помещен знаменитый мемуар Кроне- 
кера, написанный к семидесятилетнему юбилею 
Куммера его учеником и другом и составляющий ре-^ 
зюме тридцагилетней работы знаменитого немец¬ 
кого арифметика и алгебраика над „арифметиче¬ 
скою стороною алгебры 

*) В сочинении Ю. В. Сохоцкого „Начало общего наи¬ 
большего делителя в применении к теории делимости ал¬ 
гебраических чисел. ГСПБ. 1893 г.'* автор показывает, что 
учение об идеалах может быть выведено из теории идеаль¬ 
ных чисел данной Золотаревым. 

**) Изложение теории Дедекинда читатель может найти в 
диссертации проф- Иванова „Целые комплексные числа*4 СПБ. 
Применение ее к частному случаю квадратичной области 

изложено проф- Вельминым (Введение в теорию алгебраи¬ 
ческих чисел. Варшава. 1913 г.). 



Эта широкая цель, поставленная себе Кронеке- 
ром и отражается в сочинении и делает его изуче¬ 
ние необыкновенно трудным. 

Леопольд Кронекер. (1823—1891) 

Вместо приложения арифметической теории к 
алгебре, которое мы , находим, в вышеупомянутом 
ме *уаре Деде інда и Вебера, в „РезІвсНгіЙ" Кроне- 



кера вопрос ставится сразу во всей его широте: 
рассматриваются не алгебраические числа, но ал¬ 
гебраические величины, т.-е. корни алгебраического 
уравнения, коэффициенты которого суть перемен¬ 
ные или неопределенные величины и их алгебраи¬ 
ческие функции. 
Соответственно этой общей постановке первая 

часть мемуара содержит изложение теории Галуа 
с новой точки зрения, выдвигающей на первый 
план теорию систем уравнении *). 
Вторая часть посвящена собственно арифмети¬ 

ческой теории алгебраических величин. Ее основ¬ 
ной характер, как говорит сам Кронекер, состоит 
в „методическом пользовании неопределенными 
величинами как вспомогательным средством" и соот¬ 
ветственно с этим в теории Кронекера в отличие 
от теории Дедекинда вместо многочленных моду¬ 
лей на первом плане стоят как линейные функции, 
так и -формы, т.-е. целые рациональные функции 
от вспомогательных переменных,-которые сами по 
себе не имеют'значения, но которых коеффициенты 
суть функции известной области рациональности 
(термин, который Кронекер употреблял вместо тер¬ 
мина „тело"). **) 

*) Комментарий к этой части мемуара дан Мольном в 
Мсіа таіЬетаІіса. Всі 7. Теория систем функций. Данная Кроне- 
кером, изложена в моей докторской диссертации: Теория от¬ 
деления корней систем алгебраических уравнений. Казань 
1884 года. 

**) Изучение теории Кронекера представляет ао сих п©Р 
большие трудности. Пособием может служить изучение вто. 
рой части (области рациональности и системы модулей) из. 
данных Гензелем лекций Кронекера по теории чисел и со. 
чинение Кенига „ЕіпІеНипд іп 8іе аІІдётеігѵе Шеогіе дег а) 
деЬгаізсНеп Сгб5$еп“. 

В алгебре Вебера автор дает под названием теории функ¬ 
ционалов видоизмененную теорию Кронекера и показы¬ 
вает ея связь с теориею Дедекинда. 
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В тесной связи с взглядами на взаимное соотно¬ 
шение арифметики и алгебры, доложенными в ос¬ 
нову классической работы Кронекера, находится его 
работа по основаниям арифметики: ,.С1еЬег сіеп 2аЫ- 
Ьедгі^Р *). 

Развивая мысль, выраженную в словах Гаусса: 
,Математика есть царица наук и арифметика есть 
царица математики'*. Кронекер поставил себе целью: 
заменить алгебру арифметикою целых целочислен¬ 
ных функций неопределенных переменных и та: 
ким образом основать всю математику единст¬ 
венно и исключительно на понятии о целом по¬ 
ложительном числе. „Математика должна быть 
арифметизирована. С помошию теории функцио¬ 
нальных сравнений могут и должны быть исклю¬ 
чены все те изменения и распространения по¬ 
нятия о числе, которые были введены ради при¬ 
ложения к геометрии и механике, и являются чуж- 

Дальиейшим развитием іеории Кронекера являются ра¬ 
боты Гензеля в томах 101, 103.105, 111, 113—журнала Крелле. 

Литература по теории алгебраических чисел приведена в 
отчете Гильберта по теории алгебраических числовых тел 
іЗаЬгезЬегісНі: сіег сІеіДсНеп МаіЬетаКкег—Ѵегеіпіаипа. ВсІ. IV. 
1897 г.). 

Отчет этот представляет прекрасное, но сжатое изложе¬ 
ние теории алгебраических чисел и самостоятельных иссле¬ 
дований автора. Теория алгебраических функций с арифме¬ 
тической точки зрения изложена в сочинении Гензеля- 
Ландсберга. 

Что касается до теории специальных числовых тел, то 
после квадратичных тел наиболее разработана теория тел 
кубических, и разработка этой теории есть заслуга русских 
выдающихся математиков Е. И. Золотарева, Д. Я. Маркова 
и Г. Ф. Вороного, Громадный интерес представляет также 
„Теория классовых тел“ (см. гл. Х1П, § 1). 

*) \Уегке В<1 III. Русский перевод этой работы был помещен 
мною в Известиях Казанского физико-математического обш. 
за 1890 г. и перепечатан в Казанском сборнике по основа¬ 
ниям арифметики. См. также: „Введение в анализ**, вып. 11. 
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дыми арифметике, т.-е. понятия об отрицательных, 
дробных, несоизмеримых и комплексных числах" *) 
(,,Вег ІіеЬе ОоН $сНиГ сііе дапге 2аЫ, а11е$ апсіеге 
І5І: МепзсНеп\ѵегк", говорил он), 

XII. 

Геометрия чисел. 

§ I. Точечные решетки. 

„История математической мысли, рассматривае¬ 
мая в ея целом, представляет собою победное ше¬ 
ствие обобщающей и стремящейся вперед способ¬ 
ности человеческого духа" **). 

05 этом говорит нам история учения о числе и 
выше мы уже имели возможность указать, как 
тесно связана история чистой математики с обоб¬ 
щением понятия о числе. 05 этом говорит нам и 
история геометрии. Ея объектом до XIX века явля¬ 
лись исключительно непрерывные многообразия. 
Кривые и поверхности рассматривались исключи¬ 
тельно как непрерывные многообразия элементов 
точек. В XIX столетии элемент точка заменяется 
элементом: прямая или плоскость (принцип дуализ¬ 
ма), вводятся элементы безконечно-удаленные и 
мнимые. Громадное значение приобретают цикли¬ 
ческие точки, т. е. пересечения двух мнимых пря¬ 
мых: х іу 0 и х — іу — 0 (минимальные прямые) 
с безконечно удаленною прямою. Введение поня¬ 
тия об абсолюте позволяет рассматривать метриче¬ 
скую геометрию, как частный случай проэктивной 
геометрии и объединяет гипотезы острого, прямого 

Ѵ:) Идея эта была развита по отношению к иррациональ¬ 
ным числам еще Коши. См. Шатуновский (Ялгебра, как уче¬ 
ние осравненияхпо функциональным модулям.Одесса, 1918г.). 

•См. мой „Принцип экономии*4 (Труды И съезда пре¬ 
подавателей математики). 



и тупого угла или геометрии Лобачевского, Евклида 
и Риманна. Такое же объединяющее и обобщающее 
значение имеет введение теории групп преобразо¬ 
ваний. „Геометрия есть группа", говорит Пуанкаре, 
и с этой точки зрения геометрия становится част¬ 
ным случаем общего учения о многообразиях и 
измерений. 

XIX век вводит и еше одно обобщение; начинается 
изучение дискретных (раздельных) систем точек 
и прежде всего конфигураций, состоящих из ко¬ 
нечного числа точек. Введение этих геометриче¬ 
ских образов есть заслуга Пуансо, изучавшего кон¬ 
фигурации, состоящие из вершин правильных звезд¬ 
чатых многоугольников и многоѴрамников и пока¬ 
завшего в замечательном мемуре: „КеЛехіопз зиг 
Іез ргіепсірез іюпсіатепіаих сіе іа іНеогіе без пот- 
Ьге$“ *) связь многих вопросов теории чисел с тее- 
риею конфигураций, напр., связь вопроса о звездча¬ 
тых многоугольниках с числовою функциею Эйлера 
9 (т). Но поразительным примером влияния, кото-' 
рое может иметь природоведение на развитие ма¬ 
тематики, является тот факт, что первая работа, в 
которой ітріісііе рассматривается безконечная си¬ 
стема дискретных точек, есть появившаяся в 1830 г. 
работа ботаника Я. Брауна, касающаяся вопроса 
расположения чешуек на шишках сосны (Ріпи5 
зІтоЬиз). Несколько позже (1837 г.) братья Браве 
опубликовали работу, касающуюся листорасполо¬ 
жения (о филотаксисе бм. главу XV). Но уже 1831 г. 
Гаусс в своем реферате о работе Зеебера, посвя¬ 
щенной тернарным квадратичным формам, дает 
указания на геометрический метод решения этого 
вопроса, заключающийся в рассмотрении простран¬ 
ственных решеток. Пространственные решетки и 

'") Русский перевод помещен в Казанском сборнике по 
основаниям арифметики. 
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повидимому также связь их с кристаллофафиею 
занимали Гаусса задолго до опубликования рефе¬ 
рата о работе Зебера: в его бумагах сохранился 
отрывок, относящийся повидимому к 1808-1809 г., 
в котором он исследует кубические вычеты, упо¬ 
требляя уже пространственные решетки *). 
В 1848 г появился обстоятельный геометрический 

мемуар Огюста Браве (1811 -1863) „5иг 1е$ зузіетез 
Гогтё$ раг сіе$ роіпіз еІізЫЬиёз гёдиііёгетепі раг 
сіе$ роіпІ5 сІапБ 1е ріап ои с!ап$ Ге$расе“. Проф. 
В. И. Вернадский в своем прекрасном курсе верно 
оценивает „необычную ясность, изящество и глу¬ 
бину мысли", проявленную Браве в его работах; 
думается, что русский перевод мемуара Браве, до 
сих пор сохраняющего свое научное значение не¬ 
смотря на некоторые недостатки, исправленные 
Федоровым и Шенфлисом, был бы, вероятно, 
радостно встречен и славянскими математиками и 
минералогами. 
В 1850 году Лежен-Дирихле в* мемуаре „ІІеЬег 

сііе Кесіикііоп бег розіііѵеп диасІгаіізсНеп Рогтеп44**) 
подробно развил краткие указания Гаусса. После 
мемуаров Браве и Дирихле, теория точечных ре¬ 
шеток на плоскости и в пространстве приобрела 
громадное значение как в кристаллографии, так и 
в теории чисел. Мы принуждены ограничиться 
сжатым изложением связи решетки на плоскости 
с теорйею бинарных квадратичных форм. Полную 
аналогию представляет связь пространственной ре¬ 
шетки и теория форм тернарных. 
Точечная система на плоскости есть система, 

состоящая из безконечного множества тожественъ** 
расположенных точек или иначе совокупность тбчек 
пересечения двух рядов параллельных линий, изкото- 

*) \Уегке В<Э ѴІІІ. 5. 15-20. 
**) Ѵ/егке, Вала II з. 21-42 
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рых каждые две, принадлежащие к одному ряду, 
находятся на равном расстоянии одна от другой. 
Для того, чтобы построить такую систему, мы мо¬ 
жем, следовательно, взять две оси Ох и Оу, пересе¬ 
кающиеся в точке О под углом на одной из 
них отложить в ту и другую сторону произвольный 
отрезок г, на другой отрезок 5. Проведя затем 
через точки деления оси Ох линии, параллельные 
оси Оу и, ѵісе ѵегза, мы получим систему узловых 
точек, косоугольные координаты которых будут 
х— тг, у — из, где тип суть числа целые. Такую 
точку обозначим символом (т, п). Наше построе¬ 
ние, дает однако не только точечную решетку, но 
и параллельную решетку, систему двух рядов па¬ 
раллельных линий. Эта параллельная решетка яв¬ 
ляется геометрическим образом однозначно со¬ 
ответствующим определенной бинарной квадра¬ 
тичной форме, так как растояние произвольной 
точки (т, п)от начала координат по формуле Эвкли¬ 
довой геометрии равно т‘-Т-'~р2тпг5 Со$<р~[-п25‘-—- 

или, полагая г ~ | а ~ ] V Соз о --- -Ь (откуда 
’ ' V ас* 

1>.ас - о), растояние выражается формою ат- 
г'2Ьтп -р сп- с отрицательным определителем—О 

(О^ас—Ь2). Б выражает, как, не трудно видеть, 
площадь параллелограмма, образуемого четырьмя 
смежными узловыми точками. Но из полученной 
точечной решетки мы можем очевидно получить 
безчисленное множество параллельных решеток, 
переходя от одной системы координатных осей к 
другой по формулам преобразования: 

21 а 

х’ ~ях--|-- 'іу 

у’--7х~/оу 



Если «м3, у,й суть числа целые и притом Ѵг-г^Л *) 
то точечная система остается без изменения. Но 
повой параллельной решетке соответствует новая 
бинарная форма, эквивалентная с формою. Безчи¬ 
сленному множеству параллельных решеток соот¬ 
ветствует таким образом безконечное множество 
эквивалентных квадратичных форм, и каждая точеч¬ 
ная решетка может таким образом быть рассма¬ 
триваема, как геометрический образ, представляю¬ 
щий собою класс квадратичных форм .отрицатель¬ 
ного определителя. Приведенной форме соответст¬ 
вуют параллелограммы, стороны которых удовле- 
іворяют условиям, вытекающим из условий, опре¬ 
деляющих коэффициенты приведенной формы. Со¬ 
ответствие между теориею бинарных квадратичных 
форм с отрицательным определителем и решеткою 
представляет, конечно, большой интерес, но еще 
больший интерес представляет с геометрической 
точки зрения аналогичная теория в случае положи¬ 
тельного определителя. Формулы евклидовской гео¬ 
метрии в этом случае, очевидно, неприменимы, но 
развитие геометрии в ХІХ веке, как мы указали в 
начале главы, дало возможность обобщить формулы 
геометрии и в частности формулу для расстояния. 
В так называемой гиперболической геометрии (сов¬ 
падающей с геометрией Лобачевского) расстояние 
выражается, напротив, квадратичною формою с по¬ 
ложительным определителем; минимальные прямые- 
мнимые в геометрии Евклида, как проходящие 
через круговые точки,—в гиперболической геометрии 
вещественны; вместо кривой равных растояний— 
круга—такою кривою является равносторонняя ги¬ 
пербола. На этих положениях гиперболической 

*) Если ао——1, то получается зеркальное отражение 
і очечной системы, с нею вполне совпадающее. В случае про¬ 
странственных решеток аналогично получается зеркальное 
отражение, не совмещающееся с первою решеткою. 
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геометрии основано геометрическое представление 
теории бинарных квадратичных форм, данное Клей¬ 
ном в его лекциях *) и в одной из первых работ 
Пуанкаре, за которую французский математик по- 

*) Ѵогісзипдеп йеЬег сіиздеѵѵаЫіе Карііеі сіег 2аЫе;ѵ 
іЬсогіе. Сбітіпдеп, ІЬ96. 



лучил академическое кресло, еще не имея 27 лет *). 
Другой путь для геометрического представления 
теории форм с положительным определителем дан 
Стефеном Смитом в 1874 г. в мемуаре „5иг Іез 
ёяиайопз тосіиіаігез" **). 
Связь, которую работы Клейна и Пуанкаре устано¬ 

вили между теориею чисел и геометриею (теорию 
решеток и невклидовою геометриею), объясняется 
конечнотемиобщимисвойствами групп линейных пре¬ 
образований, которые одинаково важны и для теории 
квадратичных форм и для неевклидовой геометрии. 

§ 2. Геометрия многих измерений. 

Подобно тому, как теория бинарных форм с 
толожительным определителем пользуется пред¬ 
ставлениями невклидовой геометрии, геометрия про¬ 
странства многих измерений является незаменимым 
пособием в теории квадратичных форм с многими 
переменными. 
Десятилетие 1844—1854 г. является одним из наи¬ 

более знаменательных периодов в истории ариф¬ 
метики. В течение этого десятилетия Куммер раз¬ 
вил и опубликовал свою теорию идеальных чисел, 
Чебышев—свои исследования об абсолютно-простых 
числах, Кронекер напечатал результаты своих ра¬ 
бот по теории деления круга и комплексному умно¬ 
жению эллиптических функций; к этому же десяти¬ 
летию относится начало математической деятель¬ 
ности Кэли и Сильвестра. В 1843-м г. французский 
математик Эрмит начал свою знаменитую переписку 
с Якоби и в 1850 г. напечатал в журнале' Крелл’е 
(том 41) мемуар“. „5иг Гіп*го8исі:іоп 8е$ ѵагіаЫез 
сопііпиез сіапз Іез іНеогіе сіез потЬге5“. 

*) 5иг ип тосіе поиѵеаи сіе герге$еп1айоп дёотеігідие 
гіе кнтез диа<1га*Цае$ е* іпсіеГ>піе$ (Зоигп, сіе ГЕс. 
РоІуіН. і 28, 1880 .р. 

**) МаіН®таІі«а1 Рарегз. Ѵоі. !К 



Эти работы Эрмита обратили внимание матема¬ 
тиков снова на вопросы о минимумах, значение 
которых видели еше Эйлер и в особенности Лаг. 

Шарль Эріимт (1822- -1901). 

ранж (см. гл. VII и Ѵ*111) и были первыми из целого 
ряда мемуаров, посвященных теории минимумов. 
Только недостаток времени и места мешает нам 



выполнить наше намерение посвятить особую главу 
этой теории, точно также как и остановиться на 
исследованиях Сильвестра по аддитивной теории чи¬ 
сел и Кэли и Смита по теории систем чисел (матриц)* 
Упомянутые работы Эрмита, основанные на введе¬ 

нии непрерывных переменных (громадное значение 
этой мысли объясняет, почему этому введению 
придается название принципа Эрмита), заключают 
между прочим и крайне важные результаты, от¬ 
носящиеся к теории приведения квадратичных форм 
с произвольным числом переменных, т.-е. к вопросу 
о выделении из бесчисленного множества форм 
эквивалентных между собою по отношению к группе 
унимодулярных линейных преобразований (все такие 
формы составляют один класс) одной приведенъоі<, 
коэффициенты которой ограничены некоторыми не¬ 
равенствами. Эрмитом дана основная теорема, по 
которой наименьшая отличная от нуля величина, 
представляемая положительною квадратичною фор¬ 
мою п переменных при определителе, равном по¬ 
стоянному целому числу й, не может превышать 
известного предела зависящего только от числа п 
и значения определителя О, эта теорема доказана 
им аналитическим путем без помощи геометрических 
представлений. Этим же путем шли и выдающиеся рус¬ 
ские математики Коркин и Золотарев, Д. Д. Марков и 
лр. Первые показали многие интересные свойства т^к 
называемых „крайних" форм. Д. Д. Марков *) остано¬ 
вился на вопросе об определении точного минимума 
квадратичных форм положительного определителя" ). 

) „О бинарных квадратичных фермах положительного 
определителя*'. СПБ. 1880 г. 

:ѵ;) Наследования Я. Л. Маркова связаны с целыми чи¬ 
слами особаго рода, которые встретились Ивану Бернулли 
Ш-ему (1781) при решении одного вопроса, а также с це 
лыми числами, удовлетворяющими уравнению х- І у2^22~3хуг. 
См. мемуар Фробениуса: СіеЬег МагкоД$сЬе 2аЬ)еп ('Вег!. 
Вег. 1913). 



Систематическое приложение геометрии к вопро¬ 
сам, поставленным Эрмитом, принадлежит Минков¬ 
скому. Минковский представляет себе простран- 

Герман Минковский (1861 —1900"!. 

ственную решетку, узловые точки которой имеют 
координатами целыя числа. Каждый куб, образо¬ 
ванный восемью смежными точками, имеет по этому 
ребра равными единице. 



Если Р (х, у, г) есть однородная положительная 
квадратичная форма от х, у, 2, определитель которой 
равен 1, то уравнение Р (х, у, 2)=--с представляет 
определенный эллипсоид, центр которого находится 
в начале координат. Представим себе около 
каждой точки решетки равный и равно расположен¬ 
ный эллипсоид; если значение достаточно мало, то 
эти эллипсоиды не имеют общих точек. Пусть наи¬ 
большее значение с, при котором эллипсоиды могут 

касаться друг друга, будет ^ . Так как при таком 

выполнении пространства на каждый куб с ребром 
1 приходится .только один эллипсоид, то очевидно, 

м 
что объем эллипсоида Р (х. у, т) 4- меньше объ¬ 

ема куба, т.-е. 43 у Д 1, откуда М < у . 

С яругой стороны легко видеть, что эллипсоид Р 
(х,у, г)=М не заключает кроме нуля ни одной узловой 
точки; но так как на его поверхности лежат узло¬ 
вые точки-центры эллипсоидов, касающихся эллип¬ 

соида Р (х, у, 2)--^, то М есть наименьшее, отлич¬ 

ное от нуля и представляемое целыми числами, 
значение квадратичной формы. Таким обраібм гео¬ 
метрическая постановка вопроса дала Минковскому 
возможность почти без вычислений решить глубокий 
вопрос теории чисел. Обобщение на формы с пере¬ 
менными дает не только доказанную Эрмитом основ¬ 
ную теорему, но и позволяет указать более тесный 
предел для минимума формы. Но еще важнее то, 
что Минковский при своем доказательстве пользо¬ 
вался только тем свойством эллипсоида, что он пред¬ 
ставляет выпуклую фигуру с центром и поэтому во 
всем ходе рассуждений Минковского эллипсоид 
может быть заменен произвольною выпуклою фигу¬ 
рою, имеюшею центр, Это обстоятельство привело 
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Минковского к убеждению, что выпуклое (никогда 
не вогнутое) тело, т.-е. тело, имеющее то свойство, 
что отрезок, соединяющий две точки тела, всеми 
своими точками принадлежит телу, составляет основ¬ 
ное понятие науки и принадлежит к ее плодотвор¬ 
нейшим орудиям. 
Для построения теории выпуклых тел Минковский 

употребляет особую геометрию, сохраняющую 
аксиому о параллельности, но заменяющую аксиому 
о равенстве треугольников аксиомою, по которой 
сумма двух сторон треугольника больше третьей. 
Подобно тому, как геометрия Лобачевского при¬ 
лагается с успехом к многим математическим дисци¬ 
плинам, например, к теории аутоморфных функций, 
геометрия Минковского имеет громадное значение 
для теории чисел. 
Из своих исследований, основанных на новой 

геометрии, Минковскк і вывел снова результаты 
крайне важные для теории чисел, в том числе 
общую теорему, одним из простейших следствий 
которой является доказательство конечности числа 
классов положительных квадратичных форм дан¬ 
ного определителя. 
Все эти исследования были встречены Эрмитом 

с величайшим интересом. С редким к сожалению, 
в ученом мире безпристрастием, Эрмит признал, что 
методы Минковского имеют большое преимущество 
сравнительно с его методами. „Они открыли мне, 
писал он Минковскому, совершенно новый ариф¬ 
метический мир, обетованную землю“. 
Но Минковский не ограничился работами 

в той области чистой математики, которая пови- 
димому наиболее далека от вопросов природоведе¬ 
ния. Та смелость мысли, с которою он построил 
для целей теории чисел новую неевклидовую гео¬ 
метрию и оперировал образами геометрии многих 
измерений, проявилась и в его знаменитом ме- 
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муаре: „Пространство и время'* ;). Введя в уравне¬ 
ния электродинамики, данныя Максвеллем, вместе с 
тремя пространственными координатами четвертую 
координату—время, умноженное на | —1, Минков¬ 
ский придал уравнениям замечательную симметри¬ 
ческую форму. После введения этих мировых ко¬ 
ординат он имел право сказать: „отныне время и 
пространство отдельно взятыя' не существуют". 

XIII. 

Теория чисел и анализ, 

§ 1. Инварианты классов. Теоремы Кронекера. 

„После понятия о равенстве абсолютном одно из 
самых важных понятий математики есть понятие о 
равенстве относительном или о эквивалентности"*"). 
Ведение этого понятия в учение о числах ведет к 
определению понятия о классе чисел, т.-е. сово¬ 
купности чисел эквивалентных. 

В главе X мы видели, какое значение имеет для 
учения о целом числе разделение целых чисел на 
классы по отношению к целому модулю т. Мы 
можем определить эти числа как эквивалентные 
по отношению к группе преобразований: 

х х -- ті, (I) 

где х и х , равно как т и і: суть числа ряда: 
О, :і 1,:" 2,+ 3,... 

*) Русский перевод, сделаный мною, помещен в „Известиях 
Казанскаго физико-математического Ощества** за 1911 г. и 
в „Новых идеях в математике4* Сборник..N2 5. 

*■*) Положения, излагаемые в начале этой главы, были 
высказаны в виде напечатанных тезисов к моей магистер¬ 
ской диссертации: О функциях рациональных, аналогичных 
с функциями двояко-периодическими! Казань, 1880 г. 
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„Класс чисел будет таким образом совокупность 
чисел, переходящих одно в другое вследствие 
соответствующей группы преобразований, и таким 
образом как бы равных по отношению к преобра¬ 
зованиям группы“. 

Группа (1) может быть рассматриваема как повто¬ 
ренное безконечное число раз производящее пре¬ 
образование х'—х-ргп. Совокупность всех целых 
чисел может быть поэтому рассматриваема, как 
класс чисел эквивалентных по отношению к группе, 
производящее преобразование которой есть 

х' х + 1. 

Мы можем применить определение эквивалент¬ 
ности по отношению к группе преобразований (1), 
заменяя целые числа х их' комплексными числами 
г — х-ріуи г ~х' -у- іу'. Числа г и г будут экви¬ 
валентны, если у---у', х'езех (мод. т). 

Разделение области комплексных чисел на классы 
по отношению к группе (I) может быть тогда на¬ 
глядно изображено, благодаря геометрическому 
представлению комплексных чисел точками (аф¬ 
фиксами числа); для этого плоскость должна быть 
разделена на безконечное множество полос линиями, 
параллельными оси Оу и проходящими друг от 
друга на расстоянии равном т. Тогда всякому числу г 
соответствует эквивалентное приведенное число 20, 
аффикса котораго лежит в так называемой фунда¬ 
ментальной области, за которую можно принять, 
например, или полосу, ограниченную осью у и 
линиею, которой уравнение есть х — т или полосу, 

ограниченную линиями х=- + -^. 
„Всякому вопросу об эквивалентности соответ¬ 

ствует вопрос об инварианте, т.-е. такой функции, 
которая, во-первых, имела бы одно и то Же зна¬ 
чение для всех эквивалентных чисел и, во-вторых, 



обратно кажпому значению котором соответствуют 
только эквивалентные числа" ). 
Инвариант есть следовательно функция, не ме¬ 

няющаяся от всех преобразований группы. Зна¬ 
чение инварианта в теории групп преобразований 
или эквивалентных чисел соогветсвует тому значе¬ 
нию, которое имеют в высшей алгебре, созданной 
Лагранжей и Галуа функции, неизменяющиеся о г 
групп перемещений букв, (симметрические, знако¬ 
переменные, циклические, ічетаииклические и т, п.). 
Для класса целых чисел, эквивалентных по отно¬ 

шению к группе (I), инвариантою является или функ- 
2т?\ 

ция іапд или е ™ В юм случае, когда г есть 

некоторое целое число, соответствующее значение 
гранцендентной показательной функции есть один из 
корней уравнения г.-е. некоторое целое 
алгебраическое число' циклотомического тела (см. 
гл. X). Громадное значение этих целых алгебраи¬ 
ческих чисел вытекает из знаменитой теоремы Кро- 
некера: ,,корни всякого Абелева алгебраического ура¬ 
внения с. целыми коэффициентами суть рациональ¬ 
ные функции этих целых алгебраических чисел*’ **) 
или иначе говоря решения всякого Абелева алге¬ 
браического уравнения с целыми коэффициентами 
сводится на решение уравнений деления круга. 

Группа преобразований г 2-4-ті: есть простей¬ 
ший частный случай группы линейных (или проэк- 

гивных) преобразований вида г I *'■*)' 

*) Б лекциях Кронекера, изданных Гензелем. инварианта 
называется характеристическою, если она удовлетворяет не 
юлько первому, но и второму условию. 

**) Вегі. МопаІзЬег. 1853. 
'****) Предоставляем читателю, знакомому с основаниями тео¬ 

рии эллиптических функции, рассмотреть группу преобра¬ 
зований г'— 7 —- т К ггГ К'і. где т и т' суть произвола 
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Анри Пуанкаре (1054 1912). 



Соответствующие этим группам инварианты но¬ 
сят названия аутоморфных функций; начало их 
теории положено Пуанкаре в ряде сообщений, сде¬ 
ланных в Парижской 'Академии в 1881—83 г., и в 
ряде мемуаров, напечатанных в первых томах „Асіа 
таіНетаііса" *) (1882—84). 
Из этих групп особый интерес представляют: 

1) группы конечные, т. е. состоящие из конечного 
числа преобразований и 2) группы, получающиеся 
в предположении, что *, а, о — суть целые числа, 
удовлетворяющие равненству я 8—3"Г ^ 1 (модуляр¬ 
ные группы). 
Теория конечных групп совпадает с теориею 

групп движений, совмещающих правильные много¬ 
гранники; инвариантами явдяются рациональные 
функции специального вида **). Соответственные 
классы чисел состоят из конечного числа (2п, 12, 
24, 60) эквивалентных комплексных чисел ***). 
В тесной связи с этим первым вопросом нахо¬ 

дится новая отрасль математического природове- 
дения—математическая кристаллография (см. гл. XV). 
Для теории чиеел напротив представляет особый 

ные целые чивла, К и К/ ироизввльные вещественные числа. 
Этой группе тветфгвув* разделение плоскости на конгруент- 
ные прямоугольники и двоякопериодические функции, с пе¬ 
риодами К и как инварианты. 

*) В 1916 г. издан иод редакциею Дарбу второй, том: >,ОеііѴ' 
тез сіе Непгі РоІпсагё". Другим источником шія изучения 
аутоморфных функций может служить сочинение Клейна и 
Фрике: Ѵогіезиидеп йЬег сПе ТЬеогіе сіег аиіотогрЬеп 
Рипесііопеп 1897. 

**) Для знакомства с конечными группами можно реко¬ 
мендовать книгу Клейна: Ѵогіезипдеп йЬег сіег Ікозаесіег 
1884. См. также мою выше упомянутую диссертацию. 

***) Решение этого вопроса зависит от решения в целых 
числах Диофактовского неравенства 
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интерес второй случай, когда группе соответствует 
класс эквивалентных чисел, связанных равенством 

, 20) -р 3 
<*> --ГТ* у о» о 

где а, % \} о суть целые числа, удовлетворяющие 
условию: а 3 — 3 ; = 1. 
В § 4 гл. X были рассмотрены свойства этого 

класса и было указано, что в этом классе всегда 
можно найти число х ; уі такое, что х'2 -~у‘2^], 

Континуум всех чисел, іаким образом опреде¬ 
ленных, наполняет полосу, снизу ограниченную кру¬ 
гом радиуса 1, имеющим центр в начале коорди¬ 
нат. и с боков двумя линиями параллельными оси 

і 
у и находящимся от нея на расстоянии равном -ѵр 

Исходя из этой фундаментальной области, мы 
можем покрыть всю плоскость эквивалентными 
областями, получающимися, применяя к фундамен¬ 
тальной области все преобразования группы. Функ¬ 
ция, которая как в фундаментальной области, так 
и в каждой с нею эквивалентной, принимает все¬ 
возможные значения и является инвариантов) для 
модульной группы, т. е. удовлетворяет уравнению 

б (со) .- б | обратила уже на себя внимание 

Гаусса, как видно из оставшихся ненапечатанными 
дополнений к его знаменитому мемуару о среднем 
арифметико-геометрическом числе; в этих дополне¬ 
ниях находится и рисунок фундаментальной области. 
Позже эта функция рассматривалась Эрмитом и 
Дедекиндом и носит теперь название модульной 
функции. Она тесно связана с геориею эллиптичес¬ 
ких функций, получающихся при обращении эллип¬ 
тических интегралов. Ея выражение особенно просто, 
если рассматривается Вейерштрассовская функция 
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р (и), являющаяся при обращении 
интеграла 

эллиптического 

Если периоды функции о (и) обозначены бук¬ 
вами о)1( о).:, а их отношение буквою со, то отношение 

удовлетворяет функциональному урав~ 

нению 
/ V / Л (л/ -у- іі 

•* С—г 'і> если —— 

есть одно из преобразований модульной группы. 

Таким образом отношение рассматри¬ 

ваемое как функция от м будет следовательно иско¬ 
мая модульная функция б (а>). 
Частные значения этой функции б (ш) для тех 

комплексных чисел которые суть корни уравне¬ 
ния ска- -р с — 0 с целыми коэффициентами, 
суть целые алгебраические числа, которые сохра¬ 
няют одно и тоже значение для всех чисел, при¬ 
надлежащих к одному и тому же классу. Так как 
классы чисел ш соответствуют классам квадратич¬ 
ных бинарных форм, то эти целые алгебраические 
числа носят название инвариантов класса (СІазз 
іпѵагіапіеп) и имеют весьма важное значение для 
теории бинарных квадратичных форм. С другой 
і тороны числа <«/ квадратичного- мнимого тела 
имеют то замечательное свойство, чю соответствую¬ 
щая им эллиптическая функция от (пн) для некото¬ 
рого комплексного множителя (п), выражается ра¬ 
ционально через эллиптические функции от (и.) 
Кронекер п своих исследованиях по этому вопросу 
(теория коглслекснсло умножении) дал в 1857 г. заме¬ 
чательную теорему, по которой классовые инва¬ 
рианты игра ял для квадратичного мнимого тела ту 
же роль, которую корни из единицы играют для 



тела рациональных чисел, По этой теореме корни 
всякого Абелева уравнения, коэффициенты кото¬ 
рого суть числа квадратичного мнимого тела, вы¬ 
ражаются рационально с помощью классовых ин¬ 
вариантов. 

Сопоставление двух теорем Кронекера •) естест¬ 
венно приводит к задаче об их обобщении на слу¬ 
чай, когда вместо области рациональных чисел или 
чисел мнимого квадратичного тела, рассматривается 
тело каких либо алгебраических чисел. 

Эту задачу. Гильберт считает одною из самых 
глубоких и самых важных во всей теории чисел 
и функций. **) К решению этой задачи, говорит 
он, можно повидимому прийти различными путями. 
Решение арифметической части задачи должно ос¬ 
новываться на общем законе взаимности вычетов 
І-той степени в произвольном теле чисел ***' 

*) Доказательство первой теоремы Кронекера дано было 
Вебером (1886) в его теории Абелевых тел и позже Гилы 
бертом (1896). (Смотри его классический отчет: § 100—131). 
Что касается до второй теоремы, „юношеской мечты Кро- 
некера", то доказательству ея посвящены работы проф. 
Фютера в Базеле (1903—1910), основанные на теории „число 
вых лучей44 (см. гл. X). Некоторые недостатки доказательства 
автор предполагает пополнить в специальном сочинении о 
комплексном умножении эллиптических функций. 

**) Труды 2* го Международного Математического съ езда 
в Париже, стр. 89. 

***) Современная постановка учения о законах взаимности 
какой-либо степени в произвольном алгебраическом теле 
создана выдающимися работами Гильберта (1897 — 1899), 
который в мемуаре об относительно-квадратичных число¬ 
вых телах указал, что употребляемые им методы и в осс 
бенности теория классовых тел могут дать законы взаим¬ 
ности высших степеней. Это указание Гильберта нашло 
подтверждение в работах Фуртвенглера, Вельмина, Лицмана 
и др. Первый дал доказательство существования классового 
тела для произвольной алгебраической области (МаіЬ. Апп. 
86. 63.* 1907); второй изучил теорию вычетов восьмой сте¬ 
пени (Варшава, 1913). 



Что касается до той части задачи, которая отно¬ 
сится к теории функций, то здесь исходною точ¬ 
кою должны служить те поразительные аналогии, 
которые существуют между теориею алгебраиче¬ 
ских функций и теориею алгебраических чисел. Так 
числу классов соответствует род Римановской по¬ 
верхности; теореме о существовании конечного ин¬ 
теграла на поверхности Риманна должно соответ¬ 
ствовать доказательство существования некоторого 
специального алгебраического числа; принципу Ди- 
рехле—'теорема о существовании некоторых спе¬ 
циальных простых идеалов и, наконец, знаменитой 
теореме Абеля соответствует в теории тел, для кото¬ 
рых число классов идеалов равно 2, обобщенный 
закон взаимности квадратичных вычетов. Тесная 
связь, которая уже в настоящее время существует 
между задачами трех основных ветвей математики: 
теориею чисел, алгеброю и теориею функций, при¬ 
водит Гильберта к убеждению, что для успехов 
теории аналитических функций от многих перемен¬ 
ных необходимо открытие и изучение функций, 
которые для данного тела алгебраических чисел 
должны играть ту же роль, которую показательная 
функция играет для тела рациональных чисел и моду¬ 
лярная функция для мнимого квадратичного тела *). 

§ 2. Аналитическая теория чисел. 

Та тесная связь, которая существует между тео- 
риею чисел и анализом, проявляется в тех взаим- 

*) Задача, поставленная Гильбертом, вызвала уже многия 
интересныя исследования, имеюідия целью распространение 
теории модулярной функции на многия переменные. К тѣм- 
же модулярным фунтам, к которым приводя эти иссле¬ 
дования Блюменталя и Геке (МаіНет. Апп. В<1 55, 53, 71 
(1912) пришел исходя из задачи преобразования Абелевых 
функций Пикар и показал связь этих групп с аутоморф- 
ными преобразованиями некоторых тернарных квадратич¬ 
ных форм. 
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иых услугах, которые эти два отдела чистой мате¬ 
матики оказывают один другому. 
Приложения анализа к теории чисел составляют 

сами особый отдел математики, который носит на¬ 
звание аналитической теории чисел и начало кото¬ 
рому положено Эйлером (см. гл. VII) и Гауссом 
(см, гл» IX). Эйлер и Гаусс пользовались анализом, 
т.-е. учением о непрерывном, для решения вопро¬ 
сов теории чисел подобно тому, как создатели ма¬ 
тематической физики (Фурье, Пуассон, Коши, Ламе), 
стоя на молекулярной точке зрения, заменяли тем 
не менее в своих исследованиях конечные суммы 
определенными интегралами. 
Но только Лежен-Дирихле стал ^ систематически 

искать познания тайн целых чисел, применяя к 
этому исканию методы учения о непрерывном. 
Поэтому его исследования резко отличаются от 
исследования его гениальных предшественников 
тем, что его методы дают не только случайные 
результаты, но решение общих задач арифметики, 
не поддающихся чисто арифметическим методам. 
Куммер в речи, посвященной памяти своего учителя 
справедливо говорит, что методы Дирихле соста¬ 
вляют для теории чисел такую же эпоху как и ге¬ 
ниальная „гёѵоіиііоп зсіепИщие"(выражение Огюста 
Конта), произведенная Декартом, когда он в своей 
Оёотеігіе научил систематически прилагать анализ 
к геометрии. Первое приложение нового метода 
решения аналитических вопросов, сделанное Ди¬ 
рихле, касалось теоремы, по которой каждая арифме¬ 
тическая прогрессия, числа которой не имеют 
общего множителя, содержит в себе безконечное 
множество простых чисел. Мы уже имели случай 
упоминать об этой теореме (см. главу VIII), на ко¬ 
торой между прочим основывалось, как на посту - 
латуме, первое доказательство закона взаимности, 
данное Лежандром. Обобщение приема, которым 



Эйлер, рассматривая сьотязшени* между бесконеч¬ 
ным произведениям и безконечною строкою (см, 
главу VI!) доказал безконечность числа простых 
чисел* привело Дирихле к новой методе опре¬ 
деления предельного значения общего ряда 
степеней положительных убывающих чисел, общий 
показатель которых стремится к единице. Необхо¬ 
димость при применении этой методы доказать, что 
некоторая сумма отличается от нуля, представила 
большую трудность, особенно в том случае, когда 
разность арифметической прогрессии есть число 
сложное. Но именно эта трудность была преодо¬ 
лена Дирихле и результат, полученный им послу¬ 
жил поводом ко второму приложению анализа к 
теории чисел, к одному из наиболее важных и 
блестящих открытий Дирихле, а именно к опреде¬ 
лению числа классов бинарных квадратичных форм. 
Сумма оказалась совпадающею с числом классов 
и следовательно не равна нулю. Вопрос об опре¬ 
ло іении числа классов бинарных квадратичных 
форм занимал Гаусса; из отрывка одного ме- 
му-рз, найденного в его бумагах *), видно, что 
выражения для числа классов, данные Дирихле в 
его знаменитом мемуаре: КесЬегсЬез $иг сііѵегзез 
арріісаізопз сіе Рапа!узе іпНпііёзітаіе а’іа іЬеогіе 
без потЬгез (1837), были найдены Гауссом еще в 
1801 г. Отрывок Гаусса не дает полного доказатель¬ 
ства, но он итересен тем, что касается в значитель¬ 
ной степени эл ементарного геометрического вопроса 
определения площади круга. Гаусс при этом при¬ 
меняет обыкновенную методу, состоящую в том, 
что фигура покрывается сетью квадратов с умень¬ 
шающимися по величине площадками и затем сосчи¬ 
тывается число этих площадок. Минковский называет 
эту методу Методу Дирихле можно 



напротив, назвать лчтропелп шненою. Исследуемая 
фигура непрерывно расширяется равномерно во 
зсех направлениях, исходя из некоторой неподвиж- 

Густаа Леже:: Дирихле (1805—1859), 

ной начальной точки, и для каждой узловой точки 
замечается,, при каком отношении увеличения она 
находится на контуре фигуры. Сумма обратных 
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значений полученных таким образом чисел увели¬ 
чения для всех узловых точек была бы безконечна; 
но если вместо обратных значений мы возьмем 
$*тые степени их, то приходим к некоторой фун¬ 
кции от ($), вполне характеризуемой первоначаль¬ 
ною фигурою. Эта функция ($) допускает анали¬ 
тическое продолжение на всю плоскость комплекс¬ 
ной переменной, но для з«*1 обращается в безко¬ 
нечность 1-го порядка; соответствующий интеграль¬ 
ный вычет дает величину площади фигуры. 
Дирихле распространил позже свои исследования 

на квадратичные бинарные формы, которых коеф- 
фициенты суть комплексные числа Гаусса. И в 
этой более общей теории вопрос сводится к ис¬ 
следованию аналогичных рядов; ряды, введенные 
Дирихле, справедливо носят его имя, и его иссле¬ 
дования по теории сходимости рядов являются на¬ 
равне с работами Абеля и Коши основными в уче¬ 
нии о рядах. После этих работ стало невозможным 
то бездоказательное пользование рядами, которое 
характеризует работы Эйлера. Это влияние иссле¬ 
дований в области теории чисел на один из важ¬ 
нейших отделов анализа составляет один из наи¬ 
более замечательных примеров той глубокой связи, 
которая существует между двумя отделами чистой 
математики, повидимому столь различными. 
Другой вопрос аналитической теории чисел, ко¬ 

торый также имеет большое значение, есть вопрос 
об определении средних значений числовых функций. 
В нашем историческом очерке мы встретились уже 
с некоторыми важными числовыми функциями, 
например, с функциею Эйлера ? (гп), выражающею 
число чисел взаимно простых с числом пт и мень¬ 
ших тис функциею /(п)--суммою делителей числа 
п; в следующей главе читатель познакомится с чи¬ 
словою функциею Ч (п), выражающею число чисел 
абсолютно-простых и меньших п. Теория числовых 
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функций, к которым можно причислить также н 
функцию Е (х), т. е, наибольшее целое число, заклю¬ 
чающееся в х, представляет интересный отдел 
чистой математики, развитие которого, по спра¬ 
ведливому указанию Чезаро, тесно связано с даль¬ 
нейшими успехами высшей арифметики. К сожа¬ 
лению, недостаток времени не позволяет нам по¬ 
знакомить читателя даже в самом беглом очерке 
с многочисленными работами в этой области Ме¬ 
биуса, Лиувилля, Мертенса, Липшица, Гегенбауера, 
Чезаро и мн. др. Из русских математиков в этой 
области работали В. Я. Буняковский, П. Л. Че¬ 
бышев, Н. Я. Сонин, Н. В. Бугаев. Последний в ряде 
многочисленных работ приложил к системати¬ 
зации учения о числовых функциях введенные им 
понятия о числовой производной, об интеграле чи¬ 
словой функции по всем числам и об- интеграле по 
делителям. 
Важность вопрса об определении средних значе¬ 

ний числовой функции объясняется неправильностью, 
характеризующею вообще ход числовых функций. 
Так, например, значениям чисел от 100 до 107 со¬ 
ответствует следующий ряд значений числовой фун¬ 
кции Эйлера: 

100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 10?, 

40, 100, 32, 102, 48, 48, 52, 106. 

Еще большую неправильность представляет ход 
числовой функциии, выражающей число делителей; 
значения этой функции, вообще довольно большие, 
для простых чисел равны двум. Отсутствие пра¬ 
вильности в изменении значений числовых функций, 
приводит к убеждению, что такие числовые функ¬ 
ции не могут быть точно представлены функциями 
анализа. Но в то же время естественно является 
вопрос, не выравниваются ли эти неправильности 
арифметической функции при рассмотрении весьма 
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большого ряд* следующих одна за другим значений 
функции, и не может ли таким образом быть ра¬ 
скрыт истинный закон изменения числовых функ¬ 
ций. Постановка и первые примеры решения этого 
вопроса даны Гауссом в О^иізШопез (§ 301—305) 
для числа родов и классов бинарных квадратичных 
форм отрицательного определителя, без указания на 
методы решения. Такие указания были в первый 
раз даны Дирихле в мемуаре: „Об определении 
средних значений в теории чисел" (1849 г. \Ѵегке. 
Вб. II $. 51). Средним значением числовой функции 
? (х) в интервале от 1 до п Гаусс и Дирихле назы¬ 
ваю? 

*( 1И-Ч2Н-...~Н(п) 
п 

Предел этого выражения для п — со или среднее 
значение функции і (х) обозначаемое М?(х), даег 
вместе с тем очевидно ассимптотическое выраже¬ 
ние суммирующей функции Р (п) = Г(1) -{- і (2) 

і (п). Метод Дирихле, основанный на свойствах 
функции Е (х), *) дает возможность оценить верхний 
предел ошибки ассимптотической формулы. Воро¬ 
ной в мемуаре 5иг ип ргоЫёте би саіси! без Гопсііо.пз 
а$утрІ:оііяие5 (СгеІІе'з, боигп. 126) развил новый 
метод, дающий предел погрешности значительно 
меньший, чем получается по способу Дирихле. **) 
Не имея возможности войти в большие подроб¬ 
ности относительно этих исследований, ограничусь 
только приведением одного примера. Выше было 

*) Функция Е (х), которая может быть названа лолучислс- 
вою, так как переменные могут принимать все веществен 
ные значения, была предметом многих исследований в тон 
числе В. Я. Буняковского, Н. В. Бугаева, Н Я. Сонина и 
Г. Ф. Вороного. 

**) Отметим также работу И. М. Виноградова (Изв. Петерб, 
Якад. 1917 г.), в которой между прочим в первый раз в пол¬ 
ном объеме доказано ассимптотическое выражение Гаусса 
для суммы числа классов собственно примитивных, форм. 
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указано на крайнюю неправильность числовых 
функций—числа делителей некоторого числа. Ди¬ 
рихле нашел для этой функции Ьп асимптотиче¬ 
ский закон суммы Ь; — Ь ^ ... - Ьц под видом 

іодп п т 2 Сп, где С есть известная 

Эйлерова постоянная 0,577215..., и ассимтотический 
закон для Ьп под видом: 

іодп ' 2‘С 

Для п «с ЮО действительное значение суммы 
Ъх + -г + . .. ~г Ьп есть 482; ассимпитотическая 
формула дает 478, 2; для п г= 2000 соответствующие 
числа ^уть 1098 и 1093,2. 
Вопросы нами рассмотренные представляют про¬ 

стейшие примеры из обширной области аналити¬ 
ческой теории чисел. Отсылая читателя к един¬ 
ственному сочинению, излогающему систематически 
некоторые части этой теори (ВасЬтапп. йіе апаіу- 
Н$сНе 2аЫепі:Ьеогіе. Ьеірі. 1894), мы ограничимся 
приведением еще некоторых вопросов этой теории. 
Кронекер приложил аналитические методы к полу¬ 
чению теорем теории композиции форм, выведенных 
Гауссом * арифметическим путем. Дедекинд по 
образцу исследований Дирихле о числе классов 
бинарных квадратичных форм вывел формулу для 
выражения чйсла классов идеалов произвольного 
алгебраического тела с помощью обобщения того 
безконечного ряда, который послужил Эйлеру для 
доказательства безконечности числа простых чисел. 
Связь, которая существует между простейшими ауто- 
морфными функциями (эллиптическими и модуляр¬ 
ными) и теориею чисел может быть обобщена, как 
показали исследования Пуанкаре об арифметических 
инвариантах и о приложении аутоморфных функций 
к арифметике. Наконец в исследованиях Вебера по 
теории комплексного умножения эллиптических 
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функций выясняется значение 65 удобных чисел 
Эйлера. Но вопросы, которые интересовали Эйлера 
при изучении этих чисел (см, главу VII). еще ждут 
решения. 

§ 3. Дрифметииеские вопросы в анзяизе. 

Та тесная связь, которая существует между гео- 
метриею и анализом, проявляется с одной стороны 
в представлении геометрических протяжений анали¬ 
тическими выражениями (аналитическая геометрия) 
и многообразными приложениями анализа к вопро¬ 
сам метрической геометрии (дифференциальная и 
интегральная геометрия). Но она проявляется также и 
обратно в том влиянии, которое геометрия имеет на 
развитие многих отделов чистой математики. В§ 1 мы 
говорили о теории аутоморфных функций, которая 
существенным образом основана на изучении гео- 
метрических свойств линейных преобразований и 
на разделении плоскости комплексного переменного 
на безконечное множество круговых треугольников. 
Не меньшее значение приобретают геометрические 
представления и в теории дифференциальных ура¬ 
внений благодаря работам Клебша (связь теории 
коннексов и особенных решений) и Софуса Ли. При 
той тесной связи, которая существует между выс¬ 
шею арифметикою и анализом, мы должны точно 
также ждать наравне с аналитическою теориею чисел 
и обратно—-развитие влияния арифметических точек 
зрения на анализ и расширение приложения целых 
чисел к изучению математического континуума, т. е. 
области вещественных и комплексных чисел. В 
истории математики в XIX столетии мы действи¬ 
тельно можем встретить и то и другое. Влияние 
арифметики проявляется в анализе через посред¬ 
ство теории конечных групп, в которой свойство 
числа (порядка группы) имеет громадное значение-. 

239 



Мы уже имели случай указать, что современная, 
высшая алгебра основывается на приложении 
абстрактной теории групп к группам перемещений 
букв и этим объясняется значение высшей арифме¬ 
тики для высшей алгебры. 
Подобный же пример представляет теория пре- 

образования эллиптических функций, совпадаю¬ 
щая с теориею групп линейных преобразований 

2 = ^ при чем а, Ь, с, 6 - суть целые числа, 

связаныя условием аЬ — ссі ~ п. Свойства целого 
числа п определяют характеристические свойства 
'■ ютветствуюшего преобразования. 

. Оба упомянутые вопроса — вопросы сравни¬ 
тельно новые, один из них ведет свое начало от 
Лагранжа и Галуа, другой вопрос в общем виде по¬ 
ставлен Якоби. К этим двум вопросам прибавим и 
третий, связанный с именами математиков, которыми 
гордится русская наука, вопрос об интегрировании в 

Г (хЧ-Я)сіх 
конечном виде интеграла / -7-^—• 

] Уа + Ьх сх ’ + сіха -Г* ех1 
решенный Чебышевым для случая, когда коэффи¬ 
циенты суть рациональные числа и сведенный Зо¬ 
лотаревым в общем случае, когда коэффициенты 
суть числа вещественные, к применению обшей 
тории целых алгебраических чисел. Наряду с этими 
новыми вопросами не переставал и не перестает за- 
' иметь внимание ученых, разрабатывающих теорию 
чисел, и другой вопрос-вопрос о приближенном 
выражении иррациональностей через дроби, т. е. 
через пару двух целых чисел, вопрос, который зани- 
чал Теона Смирнского и Архимеда (см. главу !:і) и 
который позже привел Гюйгенса и созданию теории 
непрерывных дробей. В приложении этой теории к 
вопросам о приближении к иррациокаг ьнсстям и в 
стремлении обобщить алгорифм непрерывных дро¬ 
бей мы можем отметить наравне с именами Лагранжа 

Ш 



Якоби, Эрмита, Кронекера, Минковского, имена Че~, 
бышева, Вороного и Д. Д. Маркова. 
Вопросы этого рода принадлежат часто к вопро- 

Ег(»р Изакггш Золотарев < 1847—1373). 

сам, которые, по выражению Чебышева, ставит 
нужда (Гюйгенс развивал теорию непрерывных 
дробей, желая усовершенствовать построение зуб- 
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чатых колес), но значение их выходит далеко за 
пределы практического приложения. Теория при¬ 
ближенного выражения иррациональностей привела 
Якоби к доказательству одной из самых важных 
истин теории функций: функция от одной комплекс* 
ной переменной не может иметь боже дзух'периодов. 
Приведем еще два примера арифметических во¬ 

просов, к решению которых приводятся задачи 
теории функций. Эйзенштейн и Гейне дали заме¬ 
чательную теорему, определяющую арифметический 
характер коеффициентов разложения в строку алге¬ 
браической функции. На основании этой теоремы 
Ландау (1904) вывел условия, при которых ауто-- 
морфная функция, определяемая гипергеометриче¬ 
ским уравнением, есть функция рациональная. Во- 
прос этот был предметом знаменитого мемуара 
Шварца (1873) *). Арифметическим путем Эррера 
(1913) показал, что условия Шварца не только 
необходимы, но и достаточны. Мему ар Эрмита (1855) 
о преобразовании Абелевых функций основан на 
арифметической теории систем чисел (матриц), ко- 
торой начало положено Гауссом (в теории компо¬ 
зиции форм), и которая позже была предметом 
исследований Эйзенштейна, Смита. Коли. Фробе- 
ниуса и др. 

XIV. 

Музіегіа та*іте гесопсіііа- 
Асітігаііо депегаі: диезііопет 
дие$Но — іпѵезіідаііопет, 
іпѵезіідаііо — іпѵепі;іопет4 

§ 1. Проблема просты* чисел. 

Несмотря на тесную связь между высшею ари 
метиною —■ учением о прерывном — и анализом — 

*) Шегке ВсІ. II. 



учением о непрерывных величинах, несмотря на 
взаимные услуги ими друг другу оказываемые* 
высшая арифметика отличается от анализа и по¬ 
становкою своих задач и методами их решения. Эти 
особенности высшей арифметики, отражающиеся во 
всех ее исследованиях, привлекали к ней многих 
гениальных математиков; они вызвали то высокое 
научное воодушевление Фермата, Эйлера, Лагранжа 
и Лежандра, которых Гаусс называет, „людьми 
несравненной славы, потому что они открыли путь 
к святыне этой божественной науки и показали, 
какие богатства в ней скрываются0. Особенности 
эти заключаются в простоте ее оснований, в точ* 
ности ее понятий и в ясности ее истин. Особен^ 
ную заманчивость придает высшей арифметике 
только ей присущая особенность, что многие ея 
истины просто и легко открываются путем наблю¬ 
дения и индукции (напомним наблюдения над удоб¬ 
ными числами Эйлера, назвавшего один из своих 
мемуаров: Д)е изи оЬзегѵаііопит іп та*Не$і рига)" 
и В то же время представляют большие трудности 
для доказательства. Именно это, говорит Гаусс в 
другом месте, придает высшей арифметике „ту вол¬ 
шебную прелесть, которая сделала ее любимою 
наукою величайших геометров.0 ДействительнОг 
арифметика почти единственный отдел математики, 
в котором мы встречаемся с широким применением 
индукции, основанной на наблюдении. С другой 
стороны именно история теории чисел предста¬ 
вляет поразительные примеры трудности, с кото¬ 
рого доказываются повидимому простые истины. 
Такой пример представляет определение знака 
суммы, известной под именем суммы Гаусса. „В 
течение четырех лет, пишет Гаусс Ольберсу в 
1805 г., редко проходила неделя, в которую я* не 
делал бы той или другой попытки развязать этот 
узел. Но все старания, все усилия были тщетны, 



печально я клал перо. Но недавно $то удалось 
пЫо5$ сіигсЬ сііе Опасіе Ооііез": загадка разреши* 
лась с быстротою молнии и легко... и когда я из* 
ложу этот вопрос, никто не будет в состоянии 
представить себе, какого напряжения стоило мне 
это решение". 
Теория чисел представляет и теперь много по¬ 

ложений, до сих пор ни доказанных, ни опрэвер^- 
гнутых, в то же время простота этих положений 
приводит к убеждению, что метод, которым какое- 
либо из этих положений будет доказана или опровер¬ 
гнуто, будет в том и в яругам случае методом, откры¬ 
вающим нам новые широкие пути исследования. 
Одним из таких таинственн лх по своей простоте и 
в тоже время до сих пор недоступным положением 
является положение, известное под названием тео¬ 
ремы Гольдбаха-')» по которой всякое четное число 
есть сумма двух абсолютно простых чисел. Знаме¬ 
нитый создатель теории множеств, Георг Кантор, 
проверил это положение на всех числах до 3000. 
Столь же прзсто.и ясно положение, высказанное 
князем I іолиньяком: „зсякое простое число есть раз¬ 
ность двух простых чисел". Все зоо~ще вопросы, свя¬ 
занные с рядом простых чисел, полны загадочности 
и давно уже привлекают внимание математиков. 
Эйлер в 1760 году (XXV. Бе питегіз ргігпіз ѵаИе 
тадпіз) писал, что едва ли найдется математик, ко¬ 
торый не потерял бы безполезно много времени, 
стараясь проникнуть в закон порядка распределе¬ 
ния простых чисел между натуральными, и сравни¬ 
вает этот вопрос с квадратурою круга. 
С того времени, когда Эйлер написал эти слова, 

выдающиеся математики направили свои усилия на 
выяснения закона убывания частности грэстых чи¬ 
сел: Что эта частность или плотность убывает, по- 

См. о ней главу IV*, сгр. Ні, 



называют нам прежде всего находящиеся в нашем 
распоряжении таблицы простых чисел в первых 
девяти миллионах *). 

Благодаря замечательным формулам Мейсселя**) 
мы имеем возможность определить действительное 
число простых чисел далеко за пределами этих 
таблиц. И таблицы и формулы Мейсселя указы¬ 
вают на постоянно уменьшающуюся плотность 
простых чисел. Число простых чисел в первом 
миллионе равно 78.499, во втором 70.433, в девя¬ 
том—62.760, в первой сотне миллионов 5.761.460 
т.-е. плотность равная для первого миллиона 
781499—для первой сотни миллионов равна 57,614. 
Но правильность, с которою по таблицам число 
простых чисел уменьшается от одного миллиона к 
следующему, уменьшается, если мы будем рассма¬ 
тривать меньшие интерьаллы. Так для интерваллов 
в полмиллиона число простых чисел не уменьшается 
постоянно при переходе от одного полумиллиона 
к следующему: в интервале между 8.500.000 и 
9.000.000 число простых чисел разно 31.396, между 
тем как в предыдущем полмилльоне (8.000.000 — 
3.500.000) их на 32 чи<;ла меньше. Еще большая 
неправильность обнаруживается, если мы будем 
рассматривать меньшие интерваллы. В введении 

'*) Первые таблицы простых пи сел были изданы в сере¬ 
дине XVII столетия Шутеном и Леллем и доведены были 
только до 100.030. В XIX веке изданы таблицы Буркгардэ, 

.дающие простые числа и делители сложных до З.изб.о03 и 
таблицы Дазе, заключающие в себе числа от 6.000.000 до 
9.000.000 По поручению Комитета Британской ассоциации, 
состоявшего из Кэли, Стокса, В. Томсона (лорда Кельвина), 
С. Смита и Глешера, последний издал в 1879 и 1883 г. таб- 
лицы простых чисел и делителей для четвертого, пятого и 
шестого миллионов. 

4'*) Формула Мейссел* приведена в „Введении в анализ44,- 
*ып I. Мемуары Мейсселя помешены в МаШетяГ Яшѵаіеп 
г*>м 2 н 3. 



к таблицам простых чисел в шестом миллионе 
Глешер дает интересные таблицы, которые для каж¬ 
дой сотни тысяч указывают число сотен, заключаю¬ 
щих в себе определенное число абсолютно-про¬ 
стых чисел. Так, например, для интервалла между 
8.900.000 и 9.000.000 мы имеем следующую таблицу, 
в которой вторая строка дает число тех сотен рас¬ 
сматриваемого интервалла, в которых число про¬ 
стых чисел равно соответствующему числу первой 
строки; 
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Общий характер наблюдаемого и изучаемого 
нами эмпирически явления (распределения простых 
чисел между сотнями натуральных чисел) сходен 
с характером всех случайных явлений и подобно 
им подчинен закону больших чисел. Представим 
себе, что мы имеем 6270 равных шаров и, бросая, 
стараемся равномерно распределить между 1000 
ящиками. Мы найдем, что наибольшее число ящиков 
будет содержать б, 7, 5, 8, 4 шаров, наименьшее— 
или слишком мало (0, 1, 2) или слишком много 
(11, 12). Но именно такое распределение и дает 
нам выше помешенная таблица. Диалогичная таб¬ 
лица *) показывает, что в 9 миллионах существует 
16813 сотен, заключающих в себе по б простых 
чисел, 16901 сотен, заключающих 7 простых чисел 
и в то же время 9 сотен, заключающих в себе 
16 простых чисел, по одной сотне, заключающих 
в себе 25 и 21 простое числом 24 сотни не заклю- 

*) См. „Введение в Анализ", вып, Іо 
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чающих ни одного простого числа. Наименьшая из 
таких сотен начинается с числа 1.671.800. Наиболее 
длинные промежутки, не содержащие ни одного 
простого числа суть промежутки в 153 и 151 число 
(4.652.353 —4.652.507 и 8.421.251-8.421.403). С дру¬ 
гой стороны на всем протяжении 9 миллионов 
встречаются пары двух смежных нечетных чисел, 
состоящие из абсолютно-простых чисел, как напри¬ 
мер 5.971.847 и 5.971.849. Таких пар в интервалле 
между 0 и 100.000—1225; в интервалле между 
8.000.000 и 8.100,000—518. Число таких пар, оче¬ 
видно, убывает, но прекратятся ли когда нибудь 
такие пары в безконечно далеко простирающемся 
ряде простых чисел—вот один из тех загадочных 
вопросов, которые ставит эмпирическое изучение 
ряда простых чисел. 
Закон убывания плотности простых чисел и соот¬ 

ветствующий ему интегральный закон, т. е. число¬ 
вая функция Ч (Гі), выражающая число простых 
чисел меньших ГІ, были предметом исследований 
знаменитых математиков; целью этих исследований 
было нахождение для Ч (Гі) ассимптотического вы¬ 
ражения, т. е. функции от ГІ, выраженной с по¬ 
мощью символов анализа, которой отношение к 
функции Ч (ІІ) стремится к 1, если N безпредельно 
возрастает. Розыскание подобных ассимптотических 
выражений имеет большое значение в теории ве¬ 
роятностей, — выводы которой имеют значение 
только для больших чисел. Известно, какое зна¬ 
чение имеет для вывода закона больших чисел 
ассимптотическая формула дня произведения 1.2.... И, 
найденная Стирлингом. 
Первая ассимптотическая формула для Ч (И) и 

вместе с тем первая ассимптотическая формула 
теории чисел была опубликована Лежандром в „Еззаі 
зиг Іа іНёогіе сіез лотЬгез (1798 г.); по этой формуле 
число простых чисел меньших ГІ приближенно вы- 
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ражается дробью 

Вопрос о плотности простых чисел был первым 
вопросом, заинтересовавшим Гаусса, как он пи¬ 
шет Энке, еще в 1792 или 179.3 г. г., 24 декабря 
1849 г., *) т. е. когда ему еше не было 16 лет. 
Рассматривая таблицу простых чисел, он пришел 
к убеждению, что колиМ^ство простых чисел убы¬ 
вает пропорционально логарифму верхнего пре¬ 
дела или иначе, средняя плотность приблизительно 
обратно пропорциональна логарифму, откуда выте^ 
кает закон для функции Ч (И): 

N 

Ч <М)=/ ± 

2 

Интеграл, который встретился в этом вопросе 
теории чисел, носит название логарифм интеграла 
и обозначается большею частью знаком 1і. 
Около того же времени в 1795 г., как видно по 

заметкам Гаусса, набросанным на одной из его 
книг, он нашел и ассимптотическое выражение 

которое вполне строго было доказано только 

сто лет спустя Гадамаром и Лавалле-Пуссеном по 
пути» проложенному. Риманном Но и Лежандр и 
Гаусс повидимому пои выводе своих результатов 
ограничивались индукциею и не имели аналити¬ 
ческого метода для доказательства. „Первый после 
Эвклида, кто пошел правильным путем для реше¬ 
ния проблемы о простых числах и достиг важных 
результатов, был Чебышев11, так оценивает значе¬ 
ние нашего знаменитого соотечественника в этой 
области автор специального трактата, посвященного 
теории распределения простых чисел, Ландау (Оіе 
ЬеЬге ѵоп сет Ѵегіпеіінпд бег РгітгаЬІеп. 1909 г). 

~ЭІѴегке, Всі. И. 
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Обе работы Чебышева, посвяшенные теории про- 
стых чисел, поражают: первая об определении числа 
простых чисел, не превосходящих данной величины 

Пвфнутиіі Львович Чсбьчиев (1824--1894;. 

1849 (в приложении к теории сравнений *) тон¬ 
костью анализа (входящие в нее определенные 

*) Сочинения Чебышева. Том Іт «тр. 27. 



интегралы только постоянными множителями отли¬ 
чаются от Риманновой функции с (з)), вторая (5иг 
1е$ потЬгез ргетіегз, 1852), *) напротив, элементар¬ 
ностью своей исходной формулы, которая, однако, 
благодаря остроумнейшим соображениям дает 
важные результаты. Употребляя термины создан¬ 
ной Вейерштрассом теории функций от веществен¬ 
ной переменной, в первой своей работе Чебышев 
доказал, что с одной стороны верхний предел 

Ч 

отношения а наименьший предел того-же 
1? х 

отношения <11. Во второй работе> обратившей на 
себя внимание доказательством так называемого 
постулатума Бертрана. '**) Чебышев показываетъ, 
что нижний предел ^0.92129, а верхний предел 
< 1,1055. Доказать, что нижний предел ^1, а верх¬ 
ний предел 1, другими словами доказать, что 

Ч (х) 

пред. 31 равен единице при х ~ч: — такова была 
Ч X 

задача, которую нужно было решить после Чебы¬ 
шева. Сильвестр в 1881 г. предлагал для дальней¬ 
ших успехов теории чисел ждать, пока родится 
некто настолько же превосходящий Чебышева 
сЕоею проницательностью и вдумчивостью, на' 
сколько Чебышев превосходил этими умственными 
качествами обыкновенных людей. Решение задачи, 
к которому почти подошел Чебышев, стало воз¬ 
можным после того, как Риманн, этот гениальный 
математик, ввел в теорию простых чисел функ¬ 
цию (з), представляемую безконечною дробью 

1 -7“ 2& ~г 4 ' г 47 і". Янализ Риманна дал ему воз-' 

") Там же стр. 49. 
**) Если а >7 то между а и 2а — 2 всегда существует 

простое число. На этом постулатуме Бертран основал дока¬ 
зательство одной теоремы теории групп перемещений. 
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можность показать, какое громадное значение 
функция С ($) имеет в теории простых чисел. Но в 
этом замечательном анализе остаются еще некото¬ 
рые подробности, изучение которых должно разъяс¬ 
нить, например, то местами встречающееся сгу¬ 
щение простых чисел, которое дает нам эмпири- 
ческое изучение таблиц. 
После этого подробного изучения формулы Ри- 

манна, говорит Гильберт в своей речи на 2-м меж¬ 
дународном Парижском Конгрессе, может быть 
удастся дать точный ответ на задачу Гольдбаха и 
на вопрос о том, существует ли безконечное мно¬ 
жество пар простых чисел с разностью, равною 2 
и наконец на еще более общий вопрос: всегда ли 
разрешимо в простых числах х и у линейное урав¬ 
нение Диофанта 

ах -Ьу с о 
где а, Ь, с суть целые чиста и первые два суть 
числа взаимно-простые. 
На пятом международном Конгрессе 1912 г. Лан¬ 

дау прибавил еще два другие, решение которых также 
представляется весьма трудным: 1) представляет ли 
функция при целых значениях п безчислен¬ 
ное число простых чисел и 2) лежит ли между 
п2 и (п —{— I)2 при всяком целом числе п по крайней 
мере одно простое число. 

§ 2. Последняя теорема Фермата. 

Второй вопрос, на котором мы остановим 
внимание читателя—та „последняя теорема Фер- 
мата“, о которой мы не раз говорили в предыду¬ 
щих главах. Она формулирована была Ферматом в 
следующих выражениях: „СиЬитаиіет іпсЗиозсиЬоз 
аиі ^иасігаіо-^иас1^аі:ит еі депегаіііег пиііат іп іп- 
Нпііит иііга ^иас1^аі:ит роіезігаіет іп биоз еіизсіет 
лотіпіз ?а5 езі: сііѵісіеге; сиіиз геі сіетопзігаііопет 
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пгпгаЬіІет $апе сіеіехі. Нэпе тагдіпіз ехедиііаз поп 
сареге*". 
Это доказательство, не помешенное Ферматом 

только по недостатку места на полях, до сих пор 
не найдено и, как говорит Люка, остается вызовом 
человеческому разуму. 
Но теорема Фермата вызвала в течение XVIII и 

XIX века многие попытки к ее доказательству. Сам 
Фермат указал на метод ея доказательства в слу¬ 
чае биквадратов. Эйлер воспользовался тем же ме¬ 
тодом для доказательства, что сумма двух кубов не 
может быть кубом (Еіетепіз сР АІдёЬге ѵоі. II, зес III; 
оно помещено также во втором теме ДЬёогіе без 
потЬгез" Лежандра). 
Невозможность решения уравнения ха уп =0 

была затем доказана для п = 5 Лежандром (ТЬёогіе 
без потЬгез, ѵоі II) и Дирихле, для п —14 также 
Дирихле, и для п —7 —Ламе. 
Но методы, употребленные в этих работах, равно 

как и небольшой мемуар Абеля, приспособлены 
исключительно к частным случаям и не дают пу¬ 
тей к общему исследованию. В 1847 г. Ламе пред¬ 
ставил Парижской Академии общее доказатель¬ 
ство теоремы Фермата, основанное на пред¬ 
ложении, что комплексное число, зависящее от 
корня уравнения х' = 1 может быть представлено 
единственным способом под билом произведения 
степеней комплексных простых чисел. На этот 
недостаток указал тотчас-же Лиувиль и обсуж¬ 
дение этого вопроса в заседании Парижской Ака¬ 
демии привлекло к теореме Фермата внимание Коши 
и вызвало целый ряд его мемуаров, посвященных тео¬ 
рии целых комплексных чисел или радикальных по¬ 
линомов", как их называет Коши. В первых мемуарах 
Коши пытается доказать неверное предложение что 
и для общих комплексных чисел, как и для чисел 
Гаусса (см. гл. X) норма остатка при делении одного 
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комплексного числа на другое может быть сделана 
менее нормы делителя. Позже он принимает это 
предложение, как лостулагум, и наконец признает 

Яков Бернулли (1661 1704). 

и доказывает его неверность. Данные им позже 
интересные теоремы заключаются как частные слу¬ 
чаи в обшей теории Куммера. В числе этих теорем 
Коши находится и теорема, связывающая неожи- 



данно теорему Фермата с рядом дробей-коэффи¬ 
циентов в разложении сумм степеней последова¬ 
тельных натуральных чисел: 1т 4~ 2га -}-.4- пт по 
степеням п. Эти замечательные дроби были вве¬ 
дены в анализ знаменитым творцом закона боль¬ 
ших чисел Яковом Бернулли и носят название 
Бернуллиевых чисел. 

Общая теория Куммера, основанная на введении 
идеальных чисел, дала ему возможность доказать 
теорему Фермата для всех показателей, которые 
суть „правильные" числа. Куммер называет пра¬ 
вильным числом нечетное простое число X, если 
оно не входит множителем ни в один из числите- 

X —* з 
лей первых —у- Бернуллиевых чисел. *) 

Таблица чисел Бернулли показывает, что в пределе 
первой сотни существует только три неправиль¬ 
ных числа 37, 59, 67, Так 37 есть делитель 
числа 7709321041217, числителя шестнадцатого Бер- 
нуллиевого числа Вщ; точно также 59 есть дели¬ 
тель числителя Вя и 67 делитель числителя (за¬ 
ключающего 35 цифр) В2з 
На основании особых исследований Куммер до¬ 

казал, что теорема Фермата имеет место и для трех 
„неправильных" чисел» Но общего доказательства 
теоремы Куммера до сих пор не дано, и по-преж¬ 
нему остается загадкою, имел ли Фермат дока¬ 
зательство, о котором он писал. В 1909 г. по духов¬ 
ному завещанию Вольфскеля, Геттингенское Обще¬ 
ство получило капитал в 100.000 марок, который 
должен быть выдан лицу „доказавшему теорему 
Фермата и м в общем виде или для тех случаев, 
когда она справедлива." Сотни ошибочных доказа¬ 
тельств лиц, незнакомых с трудностью вопроса, по- 

*') Такая таблица дана, наприм., проф. Граве в его „Эле^ 
ментарном курсе теории чисел “ Киев, 1913 п 



сыпались в общества Но в последнее время достиг¬ 
нуто и несколько серьезных результатов, относя¬ 
щихся к этой теореме. Так Виферих доказал в выс¬ 
шей степени интересную теорему:. 

„если хр 4-ур + 2Р — 0 (мод р), решается во 
взаимно-простых с р числах (р есть простое 
число), то 

2р — 1 

Р 
О (мод р) 

Теорема Вифериха обратила внимание на число 
ар-і_ _ ] 

3 (а) =—— (частное Фермата). Фробениус дал 

(1909 г.) упрощенное доказательство этой теоремы; 
Мириманов и Вандивер нашли теоремы анало¬ 
гичные теореме Вифериха, по которым, если ура¬ 
внение хр 4“ Ур ~г 2Р = 0 решимо в целых числах, 
то ^ (3) и ^ (5), также как и ц (2), сравнимы с нулем 
по модулю р *), Арифметические свойства Вернул- 
лиевых чисел, наприм.» теоремы Штаудта и Адамс— 
Вороного представляют большой интерес (см. упо¬ 
мянутый курс проф* Граве). 

XV. 

Теория чисел и математическое природоведение. 

Оіе Наіиг зеі теіпе ОбШпп 
Оеіпеп Оезе&еп гпеіп 1-.еЬеп 

де\ѵеіЫ. 
Гаусс. 

В речи, произнесенной при открытии съезда Бри¬ 
танской Ассоциации в 1913 г. на тему о непрерыв¬ 
ности, Лодж говорит, что физические споры нашего 
времени в значительной степени вращаются около 
вопроса: кому будет принадлежать окончательная 
победа в битве между прерывностью и нелрерыв- 

См. Сгеііе’ з Зоигп. ВеІ. 128, 13/ 



ностью. Но этот спор не есть только спор настоя¬ 
щего времени. Его начало совпадает с началом 
философии природоведения и математики. Мы ви¬ 
дели в начале нашего очерка, что прерывный ряд 
целых положительных чисел был для философов 
Пифагорейской школы более чем символом; он ка¬ 
зался им основою явлений и притом явлений не 
только мира материального, но и мира духовного. 
Изучение геометрии привело к введению математи¬ 
ческого континуума, состоящего из вещественных 
чисел (рациональных и иррациональных) и в резуль¬ 
тате продолжительной работы мысли (см. главу VI) 
анализ безконечно малых, основанный на понятии 
о непрерывном числе и функциональной зависимости 
между рядами непрерывных чисел, дал возможность 
подчинить математическому исследованию явления 
природы, совершающиеся в непрерывном простран¬ 
стве и в непрерывное время. Ряд целых чисел по- 
видимому потерял свое значение и наука о целом 
чиспе считалось одно время синонимом „ргоЫётез 
ріаізапіз еі: бе1есіаЬ!ез“, Во многих своих ариф¬ 
метических мемуарах Эйлер начинает с извинения 
и оправдания, что он занимается вопросами, 
кажущимися ненужными многим математикам. 
Гаусс и Дирихле жаловались на отсутствие инте¬ 
реса и понимания проблем теории чисел. Позже 
Ламе говорит о многочисленных „бёітасіеигз бе Іа 
бтёогіе без потЬгез" и даже в 1905 г. в речи, по¬ 
священной памяти Дирихле, Минковский только ог 
будущего ждет признания громадной важности 
арифметических исследований. 
Но спор между прерывным и непрерывным про 

ходит не только через историю математики, но и 
через всю историю физики и химии. В истории 
теории вещества нет вопроса более важного, чем 
спор между плеротизмом и атомизмом, т.-е. спор 
по вопросу о том, состоит ли материя из дискрет- 
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иых частиц или наполняет сплошное пространство- 
Этот спор велся еше в греческой философии но 
страницах Физики и „Ое Соеіэ“ Аристотеля, опро¬ 
вергавшего атомизм Демокрита *). Он велся и в 

индийской философии между материализмом Канады 
и спиритуализмом Шанкары. Он возгорелся снова 
в эпоху возрождения, и еше недавно наше поколе¬ 
ние пережило и „преодоление научного материа¬ 
лизма44 и обращение Сазла-Оствальяз к атомизму, 
благодаря открытиям в области электронной теории, 
теории коллоидов, лучистой энергии и кристалло¬ 
графии. „Молекулярная реальность являет ш лозун¬ 
гом настоящего.“ То или другое отношение к пре¬ 
рывности и непрерывности в теории вещества име-о 
несомненно влияние и по отношению физико-хими¬ 
ческих наук к теории чисел. 
Те простые численные' отношения, з которые, на 

основании закона Рихтера и Дальтона 1303, вступают 
в химические соединения простые тела, побуждали 
искать связь между теориею чисел и химкзю. 

На аналогии между сферою понятий х ;мии и 
учением о целых числах наст изал Кум мер. Простые 
у.""'.кители -соответствуют пр-стым телам химии, 
идеальные простые множители тем гипотетическим 
радикалам (таким гипотетическим элементом был 
до і885 г. фтоо), которые еше не вы пелены, но 
которые, подобно идеальным числам, проявляются 
в составе сложных тел. Даже понятие об эквивалент¬ 
ности почти то же самое, как и в теории комплекс¬ 
ных чисел. В химии два весовых количества разных 
тел называются эквивалентными, если они взаимно 

*) С этим спором всего лучше псзнакочпіьея по из раз 
упомянутому нами сочинению Лассвица. Прекрасное изле че¬ 
ние взглядов Лои согеля нахал ;м в X"; еше би ылнТе" 
некоим с го Дгагака. Кнгерзсно отметить, что в ^иеие много 
численных работ, пошяігенных Демск-иту, находится 
докторская диссертация Карта Маркса. 
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замешают друг друга при процессе нейтрализация 
или в изоморфных смесях. Точно также и два 
идеальных числа являются эквивалентными, если они 
при превращении другого идеального числа в веще¬ 
ственное заменяют друг друга. Все эти аналогии, 
пишет Куммер, нельзя считать случайными; причина 
их заключается в том, что химия и теория чисел имеют 
своим предметом и основным началом хотя в разных 
сферах бытия—одно и то же понятие о составе *). 

Развитие химии за вторую половину XIX столетия 
привело к новым точкам соприкосновения между 
химиею и теориею чисел. Так учение об изомерии 
привела к вопросам комбинаторного анализа, изу- 
чение которого было предметом работ английских 
математиков: Кэли, Сильвестра, Клиффорда и др. 
Периодический закон Менделеева, основанные на 
корпускулярной теории гипотезы для его объяснения, 
формулы Мозелея, связавшия с рядом атомных 
чисел явления лучеиспускания химических элемен¬ 
тов, заставляют также искать в свойствах ряда це¬ 
лых чисел объяснение важнейших положений химии. 
Теория элементов действия (квант), проявляю¬ 

щаяся в химических явлениях, в которых массы 
могут взаимно действовать лишь в отношениях 
точно определенные, но изменяющихся скачками,**} 
является новым побуждением к введению в мате¬ 
матическое природоведение методов учения о пре¬ 
рывном ряде целых чисел. В гармоническом син¬ 
тезе учения о прерывном (теория квант) и учения 
о непрерывном (принцип наименьшего действия) 
современная физика ищет идеальный образ мира. 

См. СгеІІе’з Лоигп. ВсІ. 35 (847). ЛоигпоІ сіе иоиѵіІІеѵоК 
16 С 851/0 
Си, также в „Рез&сМЙ" Гензеля письмо Куммер* к Кро- 

чекер} от 14-го июля 1345 г. 
*") См. доклад Планка о законах черного лучеиспускания 

и теории квант на Брюссельском конгрессе 19іі г, 
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возможность решения „мировых загадок®*. Одним 
путем это решение не достигается; говоря словами 
средневекового алхимика-искателя философского 
камня: „ипо Шпеге поп роіезі регѵепіге ас! ІапШт 
дгапсіе зесгеіит". 
Но если связь между теориею целого числа и 

химиею не вышла еше из стадии аналогий и от¬ 
дельных примеров математической обработки хи* 
мических вопросов, то один из важнейших отделов 
теории вещества—учение о кристаллах, этих „ка¬ 
плях" твердого тела, благодаря работам Браве, Зонке,, 
Жордана, Е. С Федорова и Шенфлиса может быть 
рассматриваем как отдел математики и связан в 
особенности тесно с теориею групп и с теориею 
целых чисел. Распределение точек-молекул, из ко¬ 
торых состоит кристалл должно быть однородно, 
т.-е. повторяться одинаковым образом в простран¬ 
стве, и поэтому одна из задач кристаллографии 
состоит в том, чтобы найти все способы разбить 
пространство на отдельные многогранники, которые 
займут его без промежутков. Задача о выполнении 
пространства трех измерений „параллелоэдрами* 
была решена Е. С. Федоровым, который доказал, 
что существует конечное число разновидностей 
параллелоэдров и показал их значение для теории 
структуры кристаллов."") Гот же результат был 
найден на основании теории групп перемещений 
Шенфлисом.**) С точки зрения теории групп ис¬ 
следования Федорова, Шенфлиса и Рона ***) равно. 

*) Начало учения о фигура*. 1883 г. КедаШге Ріап-ипй 
&витІеі1ипд (АЬЬапсІ. сіег К. Ьаѵег, НкасТ 6. V/. МйпсЬеп 
XX Вас!. 1899). 

**) Кгузіаіезузіете игиі КгузісДЫгикіиг Беіргід. 1891. 
***) МаіЬ. Япп. Вапсі. 58. 
См. также в высшей степени замечательный мемуар Фро- 

бениуса (Вегі. Вег. І9Пф в котором знаменитый Берлин¬ 
ский математик выводит 32,класса кристаллов из теорем 
своей теории групповых характеров. 



сильны доказательству, что & Евклидовском (пара 
болическом) пространстве сушествует только ко 
печное число существенно различных групп пере¬ 
мещений с фундаментальною областью. Фунда¬ 
ментальная область каждой группы перемещений 
вместе со всеми областями* получаемыми из нея с 
помощью всех перемещений группы и приводит к 
выполнению пространства. В 1900 г. на Париж¬ 
ском международном Конгрессе Гильберт поставил 
и числе „Математических проблем" — вопрос: „Су¬ 
ществуют ли многогранники., которые, не будучи 
фундаментальными областями группы перемеще¬ 
ний, позволяют тем не менее выполнить без про¬ 
межутков все пространство" и ставит в связь с этим 
вопросом, важным для теории чисел с одной сто¬ 
роны, для физики и химии с другой стороны и 
вопрос о том, как можно выполнить пространств© 
с возможно большею плотностью посредством без- 
конечного числа тел данной формы, например, шаров 
данного радиуса; другими словами требуется разме¬ 
стить эти тела в пространстве так, чтобы отношение 
наполненного пространства к пус; ому было возможно 
больше. На значение этого вопроса для теории 
структуры кристаллов указал в своих Балтиморских 
секциях по молекулярной динамике Лорд Кельвин*) 
В 1904 г. вопросу, поставленному Гильбертом. 

Минковский посвятил мемуэр „о плотнейшем ре¬ 
шетообразном расположении выпуклых тел"? **) в 
котором показал значение вопроса для теории 
чисел. Изучение плотнейшего расположения шаров 
доставляет почти непосредственно все результаты 
ленной Гауссе" и Дирихле теории параллельных 

*) БЛітоге і-.есЬлгез о л тоіесиіш с!ѵпатіс$ Бвпсіоп. 
»9С4 р. 618. 

*■“) Ѵ/егке Всё II р 1—42. См также его реферат на 3-м 
межаун чровном Конгрессе 2 Гейдельберге: 2иг ОеотеИле 
аег 2аЪ‘вп. 



решеток, т»«е. теоремы арифметического приведе¬ 
ния положительных бинарных квадратичных форм, 
С другой стороны изучение наиболее плотного рас¬ 
положения октаэдров доставляет теоремы, касаю¬ 
щиеся совместного приближения к двум величинам 
с помощью рациональных дробей, имеющих один 
и тот же знаменатель *). 
Та тесная связь, которая таким образом через 

задачу о выполнении пространства установляется 
между теориею вещества и теориею чисел, оправ¬ 
дывает ту уверенность, с которою Минковский го¬ 
ворил о приближении того времени, „когда самая 
изысканная арифметика будет торжествовать в 
области физики и химии, когда, например, окажется, 
что существеннейшие свойства вещества анало¬ 
гичны с разложением простых чисел на сумму 
двух квадратов'* **). 
Тесная связь вопроса о приведении положитпь 

ных квадратичных форм с вопросом о выполнении 
пространств п-измерений была также предметом 
чрезвычайно глубоких исследований покойного 
русского математика Г. Ф. Вороного. 
Но не только в теории структуры вещества, но 

и в более слохчных явлениях мертвой и живой при¬ 
роды мы встречаемся с вопросами, решение ко* 
торых приводит к ряду чисел целых и к задачам 
учения о целом числе. 

^Учеными Пифагорейской школы было найдено 
гармоническое отношение между длинами колеб¬ 
лющихся струн, соответствующими музыкальной 
гармонии. Через 25 веков исследование с помощью 

•) Мемуары Минковского собраны в двух томах изданных 
Гильбертом в 1911. Геометрии чилел посвящено не докон¬ 
ченное сочинение: Оеотеіхіе сіег 2аЫеп 1910. 
Для первоначального ознакомления с своими методами 

Минковский напечатал: ОюрЬапИзсЬе Дрргохітзііопеп 1907. 
**) Ѵѵегке ВсІ, И. 5. '451. 



глубокого математического анализа колебаний уиру* 
гой пластинки заставили Ламе выразить уверен¬ 
ность, что в будущем теория чисел сделается столь 
же необходимою для математической физики, как 
и анализ безконечно малых. 

Современный кристаллограф находит в развитии 
форм кристаллов из нескольких первичных гра¬ 
ней по закону компликации, объемлющему и закон 
рациональных кодексов и закон зон и закон по¬ 
стоянства гранных углов, проявление гармонических 
отношений между целыми числами *). 

В начале главы XI! мы говорили, что в ботани¬ 
ческих работах по филотаксису (распределение 
листьев на стволах растений), естествоиспытатели 
встретились с плоскостными решетками; изучение 
этих решеток показало им зависимость филотак¬ 
сиса от рядов целых чисел, связанных с простей¬ 
шими непрерывными дробями. Ряд чисел, знаме¬ 
нателей подходящих дробей к непрерывной дроби 

I т__ Ь РЯД> который (см. глава VI) ветре- 

типся Фибоначчи в задаче о кроликах, в ботаниче¬ 
ских работах, носит имя Брауна, первого ботаника, 
обратившего внимание на вопросы филотаксиса **). 
Несомненно, что по мере развития природове¬ 

дения оно будет ставить учению о целом числе — 

*) Ст. V*. ОоіазсЬгпісіі СІеЬег Нагтопіе ипсі Сотріісегііоп, 
1907. /івтор ищет аналогию между гармоннею кристалличе¬ 
скихъ форм, музыкальных тонов, цвѣтов и связывает число 
вые отношения, найденныя им в кристаллографии, с теми 
числовыми ‘ отношениями, которые по закону Тициуса-Боде 
существует между расстояниями планет от солнца. 

**) С вопросом о филотаксисе, а также и другим приложе¬ 
нием теории решеток (к ткацкому делу) читатель может 
познакомиться в статье проф. Котурницкого: Квинкункс и его 
применения к естествознанию и ткацкому делу. {Известия 
технологического института за 1893 г.). 
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учению о прерывном, как и анализу непрерыв¬ 
ного, новые задачи. В теории чисел оправдаются 
слова, которыми Фурье начинает свое прекрасное 
предисловие к „ТЬёогіе опаіуі^ие сіе Іа сНаІеиг": 

„Глубокое изучение природы есть наиболее пло¬ 
дотворный источник математических открытий4*. 
История учения о целом числе дает примеры 

подтверждающие мысль Фурье. Но рассматривае¬ 
мая в целом эта история представляет собою по¬ 
бедное шествие саморазвивающейся математиче¬ 
ской мысли, которая от двух и трех доходит до 
бесконечного ряда целых чисел, от равенства 
3е+ 4* «53 восходит к законам композиции квад¬ 
ратичных иррациональностей и от этих законов к 
общим законам произвольного алгебраического 
тела. И снова стоит перед нами вопрос об отно* 
шении между чистым „математическим" и „варвар¬ 
скою грязью чувственного мира", пюпрос, который 
решал некогда в Афинских садах Мкадема великий 
греческий мудрец, неразрывно связывавший с этим 
•опросом дорогие для него вопроси об идеальном 
воспитании юношества и идеальном устройстве 
«воага „Государства". 



Послесловия. 

Не только ученые, знакомые с современным со¬ 

стоянием науки о целом числе, но и другие внима¬ 

тельные читатели заметят, что последиия пять- 

шесть глав написаны в ином уменьшенном мас¬ 

штабе чем первые. Многое нужно было бы в них 
включить (первоначально предполагалось посвятить 
особыя гл"вы вопросам почти совсем не затрону¬ 

тым в книге, как-то теории числовых функций, 

теории квадратных форм со многими переменными, 

теории последовательных максимумов и минимумов 
в связи с теориею непрерывных дробей и вопро* 

сом о приближенных значениях иррациональностей, 

теории единиц, аддитивной теории чисел.) Автор 
просит смотреть на конец книги, как на программу 
аругой книги, которая должна полнее изобразить 
развитие теории чисел после Гаусса. Автор просит 
извинения у читателей, интерес которых не всегда 
будет удовлетворен и которым многое, по недо¬ 

статку формул и отсутствию чертежей, по краткости 
изложения, останется, может быть, не понятным. 



Но в свое оправдание автор должен указать с 
одной стороны на то состояние духовного и даже 
физического безпокойства, которое не мог не пере* 

живать весною и летом 1919 г., когда писалась эта 
книга, один из представителей русской интеллигенции 
(справедливость требует, впрочем, сказать, что автор 
не привлекался к выгрузке дров и даже получал 
„детский" паек), с другой на недостаток бумаги у 
издателей* Автор пользуется этим послесловием, 

чтобы выразить свою глубокую благодарность изда¬ 

телям за содействие и заботливость^ столь тягост 
ную при настоящем положении печатного дела, и 
проф. Я. В. Успенскому за его в высшей степени 
полезныя указания и советы и за его благожела¬ 

тельную критику. 

С, Петербург. \ окт 1919 г. 
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С* Гальперсон. АТЛАС ЛУНЫ. 
Пол реп. //. //. Савкеяича. ассистента Астрономич. Обсерва 

• арии Петрогрзсского Университета. /Ѵглас содержит 24 та 
•блицы снимков лунной поверхности, исполненных по фото 
графиям Парижской Обсерватории* снабженных кальками с 
нумерацией кратеров, названиями горных цепей и морей и 
богато иллюстрированным объяснительным текстом, в папке. 
Первое издание распродано.'Готовится второе, значительно 
пополненное и расширенное 

ИЗ ОТЗЫВОВ: „Небольшая карман ко.с фермате. лы.жка содер¬ 
жат весьма интересный подбор фотографий лунной поверхности 
расчитанный таким образом., чтебы дат» полное представление об 
особенностях строения нашего вечного спутника. Появление е^ 
нельзя не приветствовала. ‘‘?к как меланхолический вид этого 6ли 
жайшего нашего соседа, Луны, и те своеобразные очертания, которые 
на нем видны уже невооруженном глазом, всегда привлекали и при¬ 
влекают внимание каждого, кто глядит ни небо, желая ст него полу- 
чить ответ на вечные запросы чр.лсв&честг.а. Имея в руках реиензк' 
оуемул кн жну, легко будет разобраться, благодаря приложенным к 
картам х&ль .ам и объяснительному тексту, в г ом сложном на перзык 
взгляд рельефе, который представляет ’ чш- поверхность Луны, к 
выделить наиболее любопытные ее ос. оекг-.ости для дальнейшего 
наблюдения у изучения. Карманный формат ккиж<и особенно будет 
/добен для применения ее ‘ вс воамл наблюдений:, выполнение же 
*'йблиц поя такс'” ''меньшекчи нс оставляет ѵелтть лучшего...* 

Из-: Ру гас. Лечи. О-ва, XXIІР ЛЬ I ■■ 

Ч. Бойс, гтроф МЫЛЬНЫЕ ПУЗЫРИ. 
Лекции о вслссности и капиллярных явлениях, читанные 

перед молодей а *горкей. Пер. с поел. англ, издание В М. 
Поз епа, под ред. а. /7. Афанасьева, ассистента Петроград¬ 
ского Университет с 80* ю рисунками в тексте и цветной 
таблицей. 

ИЗ ОТЗЫВОВ- , , С ..собым удовольствием следует отмети: 
дыхед в езет этой прекрасной, талантливей кн «кки. Трудно пове¬ 
рить. что под с'-оль с.\ л. м названием — уЭДыльь-ыг' > іѵзыск** — 
скрывается огромное бс’гатогзо содержания, почти* целая энцккпе- 
тели* физгѵеских 5нгн/* к эффектных, поу-*ктелькыг опытов. Мй>- 
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гообразие научных введений, извлекаемых знаменитым авторам э?и4 
увлекательных лекций из опытов с мыльными пузырями и родствен¬ 
ными явлениями,прямо поразительна. Автор сумел включить в круг 
евоей, на первый взгляд столь узкой, темы и трудные вопросы тво* 
рии—как, напа, определение величины молекулярных сил или иасл* 
дование интерференции световых волн—и, рядом с ними,—таки* прак* 
тические вопросы обиходной жизни, как выведение жирных пяте» 
на платье, борьба с комарами,,.. Все этс органически вытекает и» та! 
широкой трактовки, какую удалось даровитому автору придать пр*д^ 
мету своих лекций Л ЛВ Маем. Прпр*. 

Ф. Ауэрбах, проф. Иенского Университета. 
СЕМЬ АНОМАЛИЙ ВОДЫ 

Пер. с нем. под редакцией Я. /Л Афанасьева, профес¬ 
сора Второго Петроградского Университета. С 12 рис. 

ИЗ ОТЗЫВОВ: .Посвященная столь, казалось бы, специальна* 
я узкой теме, как рассмотрение физических особенностей во..и, 
анижка проф, Ауэрбаха, благодаря блестящему популяризаторскому 
таланту автора, нисколько не затрудняет среднего читателя, зна* 
комого хотя бы с начатками природоведения. Все тонкие вопросы 
теории настолько обстоятельно разъясняются и так хорошо иллю¬ 
стрируются удачно подобранными сопоставлениями,что читатель нез* 
метно для себя вовлекается в область тех „трудных* отделов фиэики, где 
плуг исследователя глубоко взрывает неподатливую' почву природы. 
Как и другая книжка того же ученого — „Царица мира и ее тень*, 
зта интересная монография без сомнения надолго займет видное мосте 
о популярно научной литературе. 

Перевод, выполненный под компетентной редакцией вп* «нал и ста, 
хорошо передает достоинства лекторской манеры автора, сеееобразн* 
сочетающей точность и отчетливость языка с изяществом и образ¬ 
ностью стиля'. Я* ЛеенФ*. 

Ф. Ауэрбах, проф. ЦАРИЦА МИРЯ И ЕЕ ТЕНЬ. 
Общедоступное изложение оснований учения об энергий 

и энтропии. Пер. с немецк. под ред. проф. А. П. Афл- 
нмсьёва. С 10 портретами. 

ИЗ ОТЗЫВОВ: МВ популярной литературе, руссн. к ияавтра*»»* 
можно насчитать не мало успешных попыток изложить и разъяснить 
вполне общедоступно величайший закон приводы—закон сехра -ения 

• энергии. И потому в широкой публике этот всеобъемлющий заквіц 
управляющий вселенной, сравнительно общеизвестен Но лишь спз- 
циалистам-физ; кам известно, что рядом с этим законом существует 
еще и другой, без знания которого нельзя составить себе правильно» 
картины совершающихся в природе явлений. Это необходимое до¬ 
полнение закона постоянства энергии с трудом поддается общепо¬ 
нятному изложению, и надо быть таким мастером популяризации, кад. 
гюоф. Ф. Ауэрбах, чтобы удачно выполнить подобную задачу В свввІ. 
брошюре „Царица мира и ее тень'**), германский физик подарил мак 
«два ли не единственную популярную книжку, посвященную этому 
трудному, но глубоко интересному предмету, так тесна свяаанному 
с мировоззрением совоеменного человека. „Царица мираи—по образ* 
чему уподоблению автора - это энергия, а ее тень—так наз. „энтропия4*, 
т.-е. степень рассеяния энергии, делающего с* малоценной, мал» 
способной к новым превращениям- " 
__ * ,В Мает. Пр« ЛІ 4* 1№ . 

*) Новый перезян: в |издо<іи „Й4|у«ног* Книге: эдатздьвигрд* 
Петрогпад, 39X9 



.ВВЕДЕНИЕ В НАУКУ", 
серия книг, издаваемых „Научным К-вом* совмесгстно с 
К-вом „Наука и Школа", редактируемая и предпринимаемая 
при участии компетентных специалистов, имеет целью в ряде 
выпусков объемом от 3-х до 5-ти листов, каждый из которых 
представляет собою самостоятельное целое, дать сжато из¬ 
ложенные, но полные руководящие указания для жела¬ 
ющих серьезно ознакомиться с тем или иным отделом данной 
группы наук, 

В каждом выпуске дается объективный обзор основных 
проблем, вопросов и направлений, ориентирующие библио¬ 
графические указания и краткий критический обзор глав¬ 
ной литературы, преимущественно русской и переведенной 
на русский языке 

Часть 'физико-математическая выходит под обшей ре¬ 
дакцией профессоров: А. П. Афанасьева, А. В. Васильева, 
В. В. Серафимова, Л А. Чугаева и Ю. Аі Шокальского и 
содержит отделы: 

Физика (25 выпусков), Ястрономия (16 выпусков), Мате¬ 
матика (11 выпусков), Химия, География, 

ОЧЕРКИ ИЗ ИСТОРИИ РУССКОЙ НДУКИ. 
Биографии русских ученых и деятелей науки, очерки по 

истории развития отдельных отраслей знания в России, 
история русских научных учреждении и т, гк 

НОВОЕ И СТАРОЕ В НАУКЕ 
Непериодические сборники .по отдельным отраслям наук; 
Новое и старое в астрономии 
Новое и старое в химии. 
Новое и старое в физике. 
Новое и старое в математике. 
Новое и старое в биологии. 
Новое и старое в географии. 

ПЕЧАТАЮТСЯ И ГОТОВЯТСЯ К ПЕЧАТИ: 
А. Царт. КИРПИЧИ МИРОЗДАНИЯ — атомы и но- 

лекулы. С 45 рис. 

А. Бавинк: ВВЕДЕНИЕ ВО ВСЕОБЩУЮ ХИМИЮ. 
С рисунками. 

Л Фатер. ЭЛЕМЕНТЫ МАШИН, с 180 рис. 



A. Келер. АТМОСФЕРНОЕ ЭЛЕКТРИЧЕСТВО, пе¬ 
ревод А. Бианки, под ред. П. Н. Тверского, 
физика Константиновской Обсерватории. Со 
мног. рис. 

Ю. Шокальский, проф. и В. Ахматов, проф. ГЕО- 
ГРДФИЧЕСК. КАРТА, ее сущность, составление 
и пользование ею. С рисунками. 

К. Клей. ОПЫТЫ ПО СВЕТУ НА ПРОСТЫХ ПРИБО¬ 
РАХ. Со 155 рис. 

B. Литцман и Ф. Трир. ГДЕ ОШИБКА? Собрание ма¬ 
тематических парадоксов. С 24-ью чертежами 

О. Хвольсон, проф. СПЕКТР РЕНТГЕНОВЫХ ЛУ 
ЧЕЙ И ТЕОРИЯ БОРА. С 7-ью чертежами. 

\. Фосс. СУЩНОСТЬ МАТЕМАТИКИ. Пер. с пере 
работанного нем. издания И. Яшунского под 
ред. проф. А. В. Васильева. 

А. В. Васильев, проф. ЦЕЛОЕ ЧИСЛО. Историч. 
очерк с 24 рис. в тексте и отдельной таблицей. 

Его-же. А. И. ЛОБАЧЕВСКИЙ. Очерк жизни и. 

творчества С рисунками. 

ПРОДАЖА ВО ВСЕХ КНИЖНЫХ МАГАЗИНАХ. 

Склад изданий; 

„НАУКА и ШКОЛА". л.,.*..* м 
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